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Resumo do Projeto de Graduagédo apresentado a Escola Politécnica/ UFRJ como parte
dos requisitos necessarios para a obtencdo do grau de Engenheiro Civil.
Aplicacdo de Linhas de Influéncia para Determinagdo de Momentos Hiperestaticos de

Protensdo
Carolina Barreto Saba
Marcgo/ 2018
Orientadores: Ricardo Valeriano Alves e Mayra Soares Pereira Lima Perlingeiro
Curso: Engenharia Civil

No projeto de estruturas protendidas, tipicas de pontes em vigas continuas, a
determinacdo dos momentos hiperestaticos de protensdo assume fundamental
importancia. Na prética, projetistas contam com valores ou propor¢des baseadas na
experiéncia, ndo sendo usual a utilizagdo de métodos analiticos para a avaliagcao
preliminar. Neste contexto, este trabalho tem por objetivo o desenvolvimento de um
método pratico para determinacdo dos momentos hiperestaticos de vigas protendidas,
capaz de fornecer um parametro inicial desta grandeza e auxiliar no pré-
dimensionamento de tais estruturas. Este procedimento de calculo se baseia no
conceito de linhas de influéncia de momentos fletores devidos a um par de momentos
unitarios que se desloca ao longo da viga. Integrando-se o produto entre esta linha de
influéncia e o diagrama de momentos isostaticos de protensao, determina-se o momento
fletor hiperestatico na sec¢éo referida. Sdo deduzidas expressdes analiticas para vigas
protendidas de dois e trés vaos, para alguns tracados tipicos de cabos. A partir de
ajustes de tracados com splines cubicas sdo obtidos dbacos para a determinagédo do
momento hiperestatico em viga de dois ou trés vaos. As expressdes e 0s abacos séo
validados em exemplos numéricos, comparando-se 0s resultados com métodos
convencionais de analise de protensdo. A precisdo dos resultados é diretamente
relacionada a proximidade do tracado com o ajuste adotado. Verifica-se a alta

sensibilidade do momento hiperestéatico de protenséo a variagcdes sutis do tracado.

Palavras-chave: Pontes, Concreto Protendido, Momentos Hiperestaticos de Protensao,

Linha de Influéncia.



Abstract of Undergraduate Project presented to POLI / UFRJ as a partial fulfilment of

the requirements for the degree of Engineer.
Application of Influence Lines to Determine Secondary Prestress Moments
Carolina Barreto Saba
March 2018
Advisors: Ricardo Valeriano Alves and Mayra Soares Pereira Lima Perlingeiro
Course: Civil Engineering

In prestressed concrete structures, regularly found in bridges and continuous beams,
calculating secondary moments due to prestressing turns out to be fundamentally
important. In the practice, designers make use of values based on experience, making
uncommon the use of analytical methods for pre-evaluation. This work intends to develop
a practical method to evaluate secondary moments in prestressed beams, providing
initial parameters for this determination and helping the predesign of these structures.
The mathematical procedure is based on the concept of influence lines for the secondary
moments due to a moving unit moment pair. The secondary moment value of a given
section is obtained integrating the product of the prestressing primary moment values
with the influence line values along the beam length. Analytical expressions for
prestressed two-span and three-span beams are determined for different cable profiles.
Additionally, after a cubic spline interpolation of the primary moment values is
determined, the secondary prestressing moment is calculated at an internal support of a
two-span or three-span beam, for a direct and a practical evaluation. The mathematical
analytical expressions for various cable profiles are applied in a few numerical examples,
comparing the found explicit mathematical results with those obtained by usual structural
analyses. The computational precision is directly proportional to the accuracy of the
cable profile fitting. It is noticeable the high sensitivity of the prestressed secondary

moment to small variations of the primary moment diagram.

Keywords: Bridges, Prestressed Concrete, Secondary Prestressing Moments, Influence

Line.

Vi



O [ 0110 Yo [T o T PRSPPI 1
2. CoNCreto ProteNidO.........cooirieieiiiiiie ettt e e 3
2.1. Fundamentos do concreto protendido..........cceeeeiiiiiieriiiiiee i 3
2.2. Esforgos gerados pela protenS80..........cuuviiiiiiieiiiiiiee e 5
3. Métodos convencionais para analise da protenSao ........ccccceeeeeiiicciiiieeeeee e e, 11
0 I Y/ 1= (o o (o Je F= T o (o= PSR 11
3.2. Método da Carga Equivalente Convencional...........cccocueveeiiciireeeiiiinee e 14
3.3, MO0 & ALVES ...ttt 17
4. Aplicacdo de linhas de influéncia para andalise da protensao ...........cccccceeeeriinnnene, 20
4.1. Linha de influéncia de momentos fletores gerados por for¢a unitaria............ 21
4.2. Linha de influéncia de momentos fletores gerados por momento unitario..... 25

4.3. Linha de influéncia de momentos fletores gerados por par de momentos

01 7= 0 SRR 28
4.4. Determinacdo do momento hiperestatico de protensSao ...........cccccvvvvveeeeeeenns 30
LT Y o] [ o= oo 1= 1= P PEPRR 33
5.1. Dois vaos protendidos com excentricidade constante.............ccccccceeeeeiernneee. 33
5.2. Dois véos protendidos com tragado poligonal dos cabos............c..cccceeerinnen. 39
5.3. Dois vaos protendidos com tracado parabdlico (método simplificado) .......... 43
5.4. Trés vaos protendidos com tracado parabdlico (método simplificado) .......... 48
5.5. Protensédo com tracado aproximado por curva spline...........ccccccvvieeiiinnnne. 56

Vil



5.5.1. Aproximacdo de um tracado por splines clbicas...........ccccoevcvvvierieeennnns 56

5.5.2. Expresséo geral para o hiperestatico de protensao...........ccccvvveveeeennnns 59
5.5.1. Hiperestatico de protensdo em vigas de doiS VA0S ............ccccvvvveereeeeennnns 61
5.5.1.1. Excentricidade maxima no meio dO VEO.........ccccovueerrieeeiiieeeiiiee e 61
5.5.1.2.  Excentricidade maxima no tergo do VA0 .........cccoceeriiieiiiienniieenieeee 66
5.5.2.  Hiperestatico de protensdo em vigas de tréS VAOS............eccvvvveerreeennnnns 71
5.5.2.1. Excentricidade maxima no Meio dO VAO..........cccocuveeriveeiiieeenieeenieeeen 71
5.5.2.2.  Excentricidade maxima no tergo do VAO ........ccceeevuveeeeeiiiieeeeiieee e 77
EXEMPIOS NUMETICOS ...ttt 83
6.1. Dois vaos protendidos (SEGE0 SIMEALIICA) ......uvvveerivrrieeiiiiiee et 83
6.1.1. Ajuste parabdlico para 0 tragcado .........cceeeeeieeiiiiiiiiiiee e 83
6.1.1.1. Método da Carga Equivalente Convencional...............ccceeeuvvierieeennnnns 83
6.1.1.2.  Andlise pelo Método das FOIGas .........ccceveeiiiiieeeiiiiie e seeee e 86
6.1.1.3.  Andlise por linha de inflJuéncia............cccooiiiiiiiiiiiie 90
6.1.1.4. Analise por linha de influéncia (método simplificado)..............c........... 91
6.1.2. Ajuste em spline para 0 tragado...........ccveeeeeeeiiiiiiiiiieeee e 93
6.1.2.1. Analise pelo Método de ALVES ........ccccceeiiiiiiiiiieeeeee et 93
6.1.2.2.  Andlise por linha de inflJuéncia............cccooiiiiiiiiiiiiee 96
6.1.3.  Comparagao de reSultados ..........coocueiieiiiiiieeiiiee e 98
6.2. Trés vaos protendidos (SECA0 SIMELICA) ..uuvvveeeeiiiiiiiieieeee e e 99
6.2.1. Ajuste parabdlico para 0 tracado .........ccceeeeeeiiiiiiiiieiece e 100
6.2.1.1. Método da Carga Equivalente Convencional............ccccoeeuvreeriiinnenanns 100

viii



6.2.1.2.  Analise por linha de influéncia (método simplificado) ...........c..ccceeevn. 101

6.2.2. Ajuste em spline para 0 tracado...........ccceeeeeeeiiiiiiiieeece e 103
6.2.2.1. Analise pelo Método de ALVES ........cccceeeeiiiiiiiiieeeceee et 103
6.2.2.2.  Andlise por linha de iNflJUENCia...........cccoeiiiiiiiiiiiieee 106
6.2.3. Comparagao de reSUltados ..........ccoocueeieiiiiiiieiiiir e 109
6.3. Dois vaos protendidos (SEGE0 aSSIMEALIICA) .......ccvvvererivreieeiiiiieeeriieee e 110
6.3.1. Andlise pelo Método de ALVES..........ccocciiee it 110
6.3.2. Analise por linha de INfIUENCIA .........ceeeeiiiiiiieecee e 113
6.3.3. Comparagao de reSultados ...........coocerieiiiiiieeiiiee e 114
6.4. Trés vaos protendidos (SEGE0 aSSIMEALIICA) ....ccovvvreeeriiiieeeiiieee e 115
6.4.1. Andlise pelo Método de ALVES ...........cccceiiee i a e 115
6.4.2. Andlise por linha de influéncia ..o, 118
6.4.3. Comparacao de reSUltadOoS .........cooviiiiiiiiiiiee e a e 121
L@ 1= To [ (o I £ =11 U {0 Lo PSSO PPRSRR 122
Conclusdes e sugestdes de continuidade ...........ceeeveeeeeiiiiiiiieieee e 125
BIblOGrafi@....ccceee i 128



Lista de Figuras

Figura 2-1 — Ponte protendida executada em balancos sucessivos, na lItalia. Fonte:
(VERISSIMO € CESAR JR, 1998, P. B)...cecveueiereeetereeieteeeeteeeeteseeieieeseeessiessteseenssesssenes 4

Figura 2-2 — Viga em concreto protendido com cordoalhas engraxadas. Fonte:
(O Y I o [ 0 o T2 TSR 5

Figura 2-3 - Convencdes de sinais positivos para solicitagdes normais N, cisalhantes Q
€ de MOMENLOS FlETOrES M. ...ociii i e e e e e eee e 6

Figura 2-4 — Convencéo adotada para sistema global de coordenadas. .............c......... 6

Figura 2-5 — (a) Viga biapoiada protendida com peso proprio desprezado; (b) Viga

biapoiada protendida sob ac&o de peso préprio e de um carregamento externo. ......... 7

Figura 2-6 — (a) Secado de uma viga sob protensao de modulo P; (b) Sistema equivalente

de esforcos gerados pela ProteNSA0.........cccoiiiiiiiiiiiei e 8
Figura 2-7 — Viga hiperestatica protendida. ..........cc.ccecviiiieiiee e 9
Figura 3-1 — Viga protendida de dOiS VAOS. ..........ceeeiiiiiiieiiiiiie e 11
Figura 3-2 — Sistema PrinCiPal. .........cueiiiiiiiiiie e 11
Figura 3-3 — EStado E0. .......ooiiiiiiiieiiiiec et 12
Figura 3-4— EStado EL. .......oooiiiiiiiioiiiie ettt 12
Figura 3-5 — Diagrama de momentos fletores hiperestaticos Mhip(X)........ccccveveeeriueenns 13
Figura 3-6— Viga protendida de tréS VEOS. .........ccuuiieiiiiiieeiiiiiee e 13

Figura 3-7 — Solicitacdes devidas a protenséo. Fonte: (PERLINGEIRO, 1998, p. 93) 14
Figura 3-8 — Tracado parabodlico do cabo de protensao...........ccccvvveeeeeeeiiiiciiiieneee e 15

Figura 3-9 — Carga equivalente de protensdo em trecho de cabo parabdlico. Fonte:
(PERLINGEIRO, 1998, P. 95). . tiiiieiiiiiee e eitiee e sttee e e s st e e s nntaea e e snaee e e s snneeeeannnaeeeeenees 16

Figura 3-10 - Cargas de protensdo em tracado genérico. Fonte: (PERLINGEIRO, 1998,
TS ) R SPRR 16

X



Figura 3-11 — Viga protendida subdividida em trechos. ..........cccoccvvveiiiiiiee i, 17
Figura 3-12 — (a) Trecho da viga protendida; (b) Forcas equivalentes de protensao. . 18
Figura 4-1- Viga para demonstracdo do meétodo PropoStO. ........ccuevveerrveeeeriiieeeeesnnennns 20
Figura 4-2 — Linha de influéncia nMQ(x) de momentos fletores na se¢éo s................. 22

Figura 4-3 — Linha de influéncia de momentos fletores gerada por uma rotacao unitéria.

Figura 4-4 — Sistema estrutural para aplicagdo do PTV......ccccccviiiiiiiiiiiiee e 22

Figura 4-5 — (a) Sistema de forcas reais; (b) Sistema de deslocamentos virtuais

INfINILESIMAIS COMPALIVEIS. ....ccci it e et 23
Figura 4-6 — Linha de influéncia nMC(x) de momentos fletores na se¢ao s. ................ 25
Figura 4-7 — Sistemas (a) e (b) para aplicagdo do Teorema da Reciprocidade. ......... 26
Figura 4-8 - Linha de influéncia nMP(x) de momentos fletores na se¢éo s. ................. 28
Figura 4-9 — Sistemas (a) e (b) para aplicagdo do Teorema da Reciprocidade. ......... 29

Figura 4-10 — (a) Sistema estrutural correspondente a deformada vs(x); (b) Momentos

fletores ms(x) gerados pela rotaGao UNItaria €M S. .......ccccvereeiiiiiiee e i e eseee e 31

Figura 4-11 - (a) Sistema estrutural correspondente a msx; (b) Momentos fletores msx

gerados pela rotaGao 0S NA SEGAD S......cuvreveiiirieeriiierie et e e e st e e e s sbrr e e asbrr e e e s sneeeeeaas 32

Figura 5-1 -Viga de dois vaos sob acédo de protenséo com excentricidade constante. 33

Figura 5-2 — (a) Sistema estrutural; (b) Diagrama de momentos fletores mB(x). ........ 34
Figura 5-3 — Sistema estrutural ISOStAtICO AB. .........cccceeiiiiiiiiiiciieeece e 34
Figura 5-4 — Diagrama de momentos fletores isostéaticos de protensao Miso(x). ........ 37

Figura 5-5 — Diagrama de momentos fletores hiperestaticos de protensdo Mhip(x). .. 38
Figura 5-6 — Diagrama de momentos fletores totais de protensao M(x). .....cccccceeeeernnne 38

Figura 5-7 — Viga protendida de dois vaos com tracado de varia¢do poligonal. .......... 39

Xi



Figura 5-8 - Diagrama de momentos fletores isostaticos de protensdo Miso(x). ........ 41
Figura 5-9 — Diagrama de momentos fletores hiperestéaticos de protensdo Mhip(x). .. 41
Figura 5-10 — Diagrama de momentos fletores totais de protensdo M(x). ....cccccceeeenne 42

Figura 5-11 — Diagrama de momentos fletores hiperestaticos de protensdo. Adaptado
E: (KONG, 2004)...cceiiieeieeeeitit ettt e ettt e e e et e e e et e e e e e e e e eaab e e e e s asseeeeaanseneeeeansnneeeans 42

Figura 5-12 — Viga protendida de dois vaos com tracado parabdlico...............c........... 43

Figura 5-13 — (a) Comomente de variagédo linear do tragado do cabo de protenséo yl(x);

(b) Componente parabdlica do tracado do cabo ypX......cccoveerieeiiiiiciiiieiiee e 44

Figura 5-14 — Parcela parabdlica do tracado do cabo no vao AB segundo referencial
(L5 7 P PP PP PP PPPPPPPPPPPR 45

Figura 5-15 — (a) Diagrama de momentos fletores isostéaticos de protensdo Miso(x); (b)

Parcela linear do diagrama Miso(x); (c) Parcela parabdlica do diagrama Miso(x)...... 46
Figura 5-16 — Diagrama de momentos fletores hiperestéaticos de protensao Mhipx. ... 47
Figura 5-17 — Diagrama de momentos fletores totais de protensdo Mtot(x)................ 47
Figura 5-18 — Viga protendida de trés com tracado parabolico. ..........cccceevviveeeennnnnn. 48

Figura 5-19 — (a) Sistema estrutural apds introdu¢éo da rétula ficticia e aplicagdo de um

par de momentos unitarios no apoio B; (b) Diagrama de momentos fletores mB(x).... 48
Figura 5-20 - Sistema estrutural hiperestatico BCD. .........cocceviiiiiiiieniiie e 49

Figura 5-21 — Sistema hipergeométrico para aplicacdo do Método dos Deslocamentos.

........................................................................................................................................ 49
Figura 5-22 - Estado EO para aplicacdo do Método dos Deslocamentos. .................... 50
Figura 5-23 - Estado E1 para aplicacdo do Método dos Deslocamentos ..................... 50

Figura 5-24 — (a) Diagrama de momentos fletores isostaticos de protensao Miso(x); (b)

Parcela linear do diagrama Miso(x); (c) Parcela parabdlica do diagrama Miso(x)...... 54
Figura 5-25 - Diagrama de momentos fletores hiperestaticos de protensado Mhipx..... 55

Xii



Figura 5-26 — Diagrama de momentos fletores totais de protensdo Mtot(x)................ 55
Figura 5-27 — Viga sob protensdo de tragado geneériCo. .........occueeiiueeeriieeiiieeeiiiee s 56

Figura 5-28 — Divisdo de uma curva genérica em trechos para aproximacgao por spline.

........................................................................................................................................ 56
Figura 5-29 — Parametros de um trecho de curva aproximado por spline................... 57
Figura 5-30 — Parametros dos trechos adjacentes i,j e kda spline...........c..cccceevnnene. 59

Figura 5-31 — Trecho da fungcdo mBx definido pelos seus valores inicial e final gi e gj.60
Figura 5-32 — Viga protendida de dOiS VEOS. ......ccoiiiiiiiiiiiiie e eeiiiieee e eseee e 61
Figura 5-33 — Referenciais l0CaiS para @ Viga. ...........ccceveeiriirieeiiiieee e 62

Figura 5-34 - Momento fletor hiperestatico no apoio central de uma viga de dois vaos

onde ei ocorre no ponto MEdIo de Cada VaO0..........eeeevieeeiiiiiiiiieriee e 66
Figura 5-35 - Viga protendida de d0iS VAOS. ..........ccoccuriieiiee i cevaeen e 66
Figura 5-36 — Referenciais locais para a Viga. .........ccccveeeieeieiiciiiiieeeeee et 67

Figura 5-37 - Momento hiperestéatico no apoio central de uma viga de dois vdos onde ei

(olofo] (=R ol (=T dolo Jo [ or=To F- V- o HOu PSRRI 70
Figura 5-38 - Viga protendida de tr€S VAODS. .........eeveiiiiriieiiiieieeiiiee e 71
Figura 5-39 — Referenciais 10CaisS para @ Viga. ..........ccccveeeiriiieiiiiiiiie i 71

Figura 5-40 - Momento fletor hiperestatico no apoio interno de uma viga de trés vaos

onde ei 0cOorre ao MEI0 dOS VAOS EXIEIMOS. ..cvuuieeirrieeeereeee et e e e et eeeetieeeesera e eeers 75

Figura 5-41 - Momento hiperestatico no apoio interno de uma viga protendida onde ei

OCOITE 80 MEIO UOS VAOS EXLEIMOS. ...eeiiiuiiiiieiiiiiieeeiitreeeeaiteeaessbte e e e s stseeessssbeeeeessbeeeeeans 76
Figura 5-42 - Viga protendida de tréS VAOS. ........cooociiiiiiiiee e eeirnee e e 77
Figura 5-43— Referenciais l0cais para a Viga. .........occueeieiiieeeiiiiiiieeee e eeeiiee e e e 77

Xiii



Figura 5-44 — Momento fletor hiperestatico no apoio interno de uma viga de trés vaos

onde ei 0corre NOo ter¢o dOS VAOS EXIEIMOS. ......c.uvvriieieeeeeieciiiieeree e e e e s sseiiraeereaa e e s eneeens 81

Figura 5-45 - Momento hiperestatico no apoio interno de uma viga protendida onde ei

OCOITE NO tErGO UOS VAOS EXIEIMOS. ...eiiiiirieeeiiiteiee e ettt e e ettt e e s et e e e st e e s e e e s nnnneeeeans 82
Figura 6-1 — Viga protendida de dOiS VAOS. .....ccceeiiiiiiiiiieiie et e e 83
Figura 6-2 — Trechos das cargas equivalentes de LIN............ccccccciiiinniininininnnennnnnnn. 84
Figura 6-3 - Modelo estrutural - FLOOL. .........oiiiiiiiieiiieceee e 85
Figura 6-4 — Diagrama de momentos fletores totais de protensdo (kN - m).................. 85
Figura 6-5 - EStA00 EO....ccooiiiiiiiiiiiiiiee et e et e e e e e e e s e e e e e e 86
FIgura 6-6 - EStA00 Ed....ooooiiiiiiiiiiiiiee ettt e e e e e e e e nenanee e e e e e e e 87
Figura 6-7 — Trechos do ajuste parabdlico do cabo de protensao..........ccccccccveeeeenneen. 88
Figura 6-8 — Aproximacgéao parabdlica sem concordancia entre parabolas................... 91
Figura 6-9 — Ajuste do tracado do cabo sem concordancia no apoio central. .............. 93
Figura 6-10 — Trechos para ajuste do tracado do cabo em splines. ..........ccccveeveeeeenns 93
Figura 6-11 - Modelo estrutural - FLOOL. .........ccccooeiiiiiiie e 95
Figura 6-12— Diagrama de momentos fletores totais de protensao (kN - m)................. 96
Figura 6-13 — Momento fletor hiperestatico N0 apoio B............ccccvieeeeieeiiiiciiiieeceeeee, 97

Figura 6-14 — Sobreposi¢cdo dos ajustes para o tracado (mesma escala horizontal e

(VL] 107 ) T PSPPSR P PPPPPP PPN 98

Figura 6-15 — Sobreposicdo dos ajustes para o tracado (escala vertical majorada).... 99

Figura 6-16 — Exemplo numérico de viga com trés vaos protendida. ............ccccceeeeenne 99
Figura 6-17 — Trechos para aplicacdo das cargas equivalentes..............cccoeecvvveeernnn. 100
Figura 6-18 - Modelo estrutural - FLOOL. ...........oooiiiiiiii e 100

Xiv



Figura 6-19 — Diagrama de momentos fletores totais (KN - m). ......ccccoocvvereniiinennnnne 101

Figura 6-20 - Aproximacao do tracado do cabo sem concordancia nos apoios centrais.

...................................................................................................................................... 103
Figura 6-21 — Trechos para ajuste do tracado do cabo em splines. ............ccccvveeeee... 103
Figura 6-22 - Modelo estrutural - FLOOL. ...........cccciiiiiiiiii e 106
Figura 6-23 — Diagrama de momentos fletores totais (KN - m). ......ccccoocvvvveiiininennnne 106
Figura 6-24 — Momento fletor hiperestatico N0 apoio B.............cocccviieeiieeceiiccciiieeen. 108

Figura 6-25 — Sobreposicdo dos ajustes para o tracado (mesma escala horizontal e
(VL] 107 ) TR PSPPSR PU PP 109

Figura 6-26 - Sobreposicdo dos ajustes para o tracado (escala vertical majorada)... 109

Figura 6-27 - Viga protendida de doiS VAOS. ..........ccoviiiiiiiiiieee e 110
Figura 6-28- Modelo estrutural - FLOOL. ..........cccccciiiiiiiiiiii e 112
Figura 6-29 — Diagrama de momentos fletores totais (KN -m). .......ccccceeeeriiiiiiiiennnnnn. 112
Figura 6-30 — Momento fletor hiperestatico N0 apoio B............cccccvvveeeieeee i, 114
Figura 6-31 — Trechos para ajuste do tracado do cabo em splines. .............ccceveeenneee. 115
Figura 6-32- Modelo estrutural - FLOOL. ..........oeiiiiiiiii e 117
Figura 6-33— Diagrama de momentos fletores totais (KN - m). ......ccccceviiveeeiiiieneennne 118
Figura 6-34— Momento fletor hiperestatico de protensdo no apoio B. ..........cc.cceeueee. 120

Figura 7-1- Momento fletor hiperestéatico no apoio interno de uma viga protendida. 123
Figura 7-2— Momento fletor hiperestatico no apoio interno de uma viga protendida. 124

Figura 8-1 — Viga protendida com variacdo de momento de inércia e greide em elevacéo.
o] (S A I S T 0 4 TSR 126

Figura 8-2 — Forga ao longo do cabo de protenséo, considerando protensdo apenas a
esquerda e protensdo apenas a direita. Fonte: (CARVALHO, 2012, p. 135)............. 126

XV



Figura 8-3 — Generalizacdo do ponto de excentricidade méaxima do tracado no vao

LS} =] [0 126

XVi



Lista de Quadros

Quadro 6-1 — Ajuste do tracado do cabo por splines clbicas............cccccvvveeveeeeeiiicnnnne, 94
Quadro 6-2 — Cargas equivalentes de ProteNS80..........ccooecvvriieiieeeeiiciiiieer e 95
Quadro 6-3 — Momento fletor hiperestatico de protensao no apoio B. ............cc.ccuueeeee. 97

Quadro 6-4 — Comparacao de resultados obtidos para o momento hiperestatico no apoio

Bl 98
Quadro 6-5 — Ajuste do tracado do cabo por splines cibicas..........ccccceevveveeiiciiennns 104
Quadro 6-6 — Cargas equivalentes de ProteNSE0. .........ccueeeiiiiiiieiiiiiie e 105
Quadro 6-7 — Momento fletor hiperestatico de protensdo no apoio B. ...........ccccuee...e. 107

Quadro 6-8 — Comparacéo de resultados obtidos para 0 momento hiperestatico no apoio

5 USRS 109
Quadro 6-9 - Ajuste do tragado do cabo por splines cUbICas. ..........ccccevviiieeeiiiieennnns 111
Quadro 6-10 — Cargas equivalentes de proteNSA0...........cccvveeeeeeeeeiiiciiiiiee e e 111

Quadro 6-11 — Determinacdo do momento hiperestatico de protensédo no apoio B... 113

Quadro 6-12— Comparacao de resultados obtidos para o momento hiperestatico no

=T [0 (o 10 = 7P PEPPR 114
Quadro 6-13 - Ajuste do tragado do cabo por splines clbiCas.........ccccceevvveveeiiiiieennnns 116
Quadro 6-14 - Cargas equivalentes de proteNSA0. .........ccccuvveeiiriereiiiciiiiieeee e 117
Quadro 6-15 - Momento fletor hiperestatico de protensao no apoio B. ............cccee.... 119

Quadro 6-16— Comparacao de resultados obtidos para o0 momento hiperestatico no
=Y 10 (o 1 > SRR 121

XVii



1. Introducéo

No projeto de estruturas protendidas, tipicas de pontes em vigas continuas, a
determinacdo do chamado ‘“hiperestatico de protensdo” assume fundamental
importancia. Na prética, projetistas utilizam usualmente valores ou proporcdes
baseadas na experiéncia, sendo incomum o emprego de métodos analiticos para a

avaliagao preliminar.

Em estruturas bem-comportadas, esses valores pré-definidos podem conduzir a
bons resultados no pré-dimensionamento da protensao. Entretanto, em estruturas mais
complexas, observa-se que a alteracdo no tracado resulta em uma variag&o nos valores

do hiperestético de protensao.

Neste contexto, este trabalho tem por objetivo o desenvolvimento de um método
prético para a determinacdo dos momentos fletores hiperestaticos de vigas protendidas.
Busca-se um procedimento de calculo capaz de fornecer um parametro inicial desta
grandeza para auxiliar no pré-dimensionamento de tais estruturas. Para isso, faz-se uma
revisdo na literatura relativa ao calculo de hiperestatico e, fundamentalmente, do

hiperestético de protenséo.

O presente trabalho foi dividido em sete capitulos, cujos os conteddos sao

apresentados a seguir.
O Capitulo 2 apresenta os fundamentos do concreto protendido.

O Capitulo 3 descreve os trés métodos classicos e usuais para a determinagao
de momentos hiperestéticos de protensdo: Método das Forcas; Método da Carga
Equivalente Convencional e Método de Alves. Ressaltam-se suas vantagens e

desvantagens, bem como as situacdes em que sua aplicacdo é adequada.

O Capitulo 4 apresenta o conceito de linhas de influéncia de protensao, no qual
se fundamenta o método de calculo em estudo neste trabalho. Seu principio € a
integragdo do produto entre esta linha de influéncia com o diagrama de momentos
isostaticos de protensado, obtendo-se, assim, o valor do momento hiperestatico em um
apoio interno da estrutura. A partir deste resultado, determina-se facilmente o diagrama

de momentos hiperestaticos.



No Capitulo 5, aplica-se o procedimento de calculo proposto para as vigas de
dois e de trés vaos sob protensdo com tracados diversos, deduzindo-se as expressdes
analiticas para a determinacao do hiperestatico de protensdo em cada caso. A partir das
expressoes obtidas pela aproximagdo do tracado do cabo de protensdo por splines
cubicas, desenvolvem-se abacos para determinacdo pratica de momentos

hiperestaticos de protensédo em vigas de dois e trés vaos.

Em seguida, no Capitulo 6 desenvolvem-se exemplos numéricos de aplicacéo
do método de célculo apresentado, bem como as comparag¢des entre os resultados

obtidos com os dos métodos usuais.

O Capitulo 8 apresenta as conclusfes e as sugestdes para trabalhos futuros.



2. Concreto protendido

2.1. Fundamentos do concreto protendido

O surgimento do concreto armado teve origem na Franca, em meados do século
XIX, ap6s a criagdo do cimento Portland na Inglaterra. No decorrer deste século,
diversas técnicas foram desenvolvidas em paises europeus a fim de se aprimorar o
desempenho do concreto, inclusive a ideia de se utilizar barras de aco, com objetivo de
reforcar os elementos estruturais. Com a prética, constatou-se a necessidade de

armadura apenas nas faces tracionadas das pecas.

Desenvolveu-se, assim, o conceito de concreto armado, uma composi¢cdo
estrutural que combina a elevada resisténcia a compressao do concreto com a excelente
capacidade do aco em de absorver esforcos de tracdo. Desta forma, contorna-se a
baixissima resisténcia a tracdo do concreto. Quando o elemento estrutural esta
submetido a este tipo de esforco, resiste a ruptura por meio de sua armadura de aco.
Esta armadura €, portanto, do tipo passiva, pois passa a “trabalhar’ apenas quando

solicitada por sua deformagéo.

A ideia de protender o concreto surgiu em 1886 nos EUA, sugerida por P. H.
Jackson. Entretanto, os conceitos fundamentais para o éxito de estruturas protendidas
de concreto foram estabelecidos apenas em 1928 por Eugéne Freyssinet, que
apresentou o primeiro trabalho consistente sobre o assunto, patenteando um sistema

de protensao eficiente.

Como descreve PFEIL (1984), a protenséo pode ser definida como o artificio de
se introduzir, em uma estrutura, um estado prévio de tensdes, a fim de se melhorar a
sua resisténcia ou seu comportamento sob acdo de determinadas solicitacdes. O
principio € a imposicdo de tensGes de compressdo nas zonas tracionadas pelo
carregamento atuante “de tal modo que os esfor¢os de tragdo tenham, em primeiro
lugar, de anular estas tensdes de compressao antes que surjam tensdes de tracao no

concreto” (LEONHARDT, 1983, p. 3).

Define-se, portanto, a protensdo como uma armadura do tipo ativa, isto é, que
atua sobre a estrutura independente da imposicdo de carregamentos externos. Isto
ocorre porque o aco da armadura (que deve ser de alta resisténcia) é distendido por

elementos (macacos de protensdo) que os impdem um estado prévio de tensdes. Os



cabos de protensdo tracionados, por sua vez, transmitem ao concreto esforcos de

compressao.

A imposicdo destas tensbes ao elemento estrutural, visando otimizar seu
comportamento sob o carregamento atuante, permite um maior aproveitamento do
potencial do concreto a compressdo (se comparado ao concreto armado) e,
simultaneamente, minimiza ou mesmo inibir o surgimento das fissuras geradas por

tracao.

Como descrevem VERISIMO e CESAR JR (1998), a protensdo possibilita o
projeto de se¢Bes mais esbeltas em comparacdo ao concreto armado convencional, de
forma que as estruturas de concreto protendido costumam apresentar menor peso
préprio, sendo adequadas e economicamente viaveis para projetos de grandes vaos.
Outra vantagem da utilizacdo de pecas protendidas é a limitacdo das deformacotes
(flechas) a valores muito inferiores ao que se teriam em estruturas de concreto armado.
Tém-se, ainda, maior resisténcia a fadiga e maior durabilidade da peca protendida,
sendo este Ultimo aspecto diretamente relacionado a minimizagdo ou eliminagdo do

surgimento de fissuras.

Em contrapartida, a protensdo demanda um controle de execucdo mais
minucioso da estrutura de concreto, uma vez que os cabos de protensdo devem ser
protegidos de forma adequada contra a corrosdo e sua montagem no elemento
estrutural deve ser realizada de forma precisa, a fim de ser respeitar o tracado previsto

em projeto.

As Figura 2-1 ilustra a construcdo de uma ponte protendida executada em

balancos sucessivos na Italia.

Figura 2-1 — Ponte protendida executada em balancos sucessivos, na Italia. Fonte:
(VERISSIMO e CESAR JR, 1998, p. 6).



2.2. Esforgos gerados pela protenséao

Em uma estrutura protendida, a tracdo atuante no cabo de protenséo imprime
esforcos de compressdo no concreto, seja por meio da ancoragem direta de fios ou
cordoalhas (pré-tensdo) ou por meio da ancoragem dos cabos em regifes internas e
externas da estrutura (pOs tenséo ou protensao externa). A Figura 2-2 ilustra uma viga
sob protensao ndo aderente, realizada por cabos compostos por cordoalhas engraxadas

envoltas com capa protetora de polietileno de alta densidade (PEAD).

A SR

\

CORTE AA graxa para protegao

A ullf] '

cordoalha

capa pléstica

Figura 2-2 — Viga em concreto protendido com cordoalhas engraxadas. Fonte: (CARVALHO,
2012, p. 22).

As tensBes impostas ao concreto devidas a forca de protensao séo variaveis ao
longo de uma secéo de célculo. Este efeito € gerado pela excentricidade que o cabo
possui em relacdo ao eixo que passa pelo centroide da viga, resultando no surgimento
do momento fletor de protenséo. Adiciona-se o efeito do momento associado a esta
carga as tensdes de compresséao advindas da forca normal na secdo. Este conceito é

expresso na equacdo (2-1) para a determinacdo da tensdo normal o,, gerada pela

protensao ao longo de uma secao de célculo:

_N_I_My (2-1)
PTATT
onde:

N é a componente normal da for¢a de protensédo de médulo P;

A é a area da secao de calculo;



M é o momento fletor gerado pela protenséo;
I é o momento de inércia da secao;
y é a ordenada da fibra de calculo.

llustra-se na Figura 2-3 a convencdo de sinais para as solicitacdes internas
adotada neste trabalho. Como usual em projetos de estruturas protendidas, a solicitacao

normal é positiva quando ha compressao.

MC )M

Figura 2-3 - Convencdes de sinais positivos para solicitacdes normais N, cisalhantes Q e de

momentos fletores M.

O sistema global de coordenadas adotado neste trabalho esta representado na

Figura 2-4.

y

Figura 2-4 — Convencéo adotada para sistema global de coordenadas.

Na Figura 2-5a, ilustra-se uma viga biapoiada protendida cujo peso proprio é
desprezado. Ao lado, o diagrama de tensfes devidas a protensdo para uma secdo
localizada no meio do vao. Na Figura 2-5b, combina-se o0 estado de tensdes gerado pela
protensdo de médulo P (Figura 2-5a) ao estado de tensdes gerado pelo peso proprio g
e por um carregamento externo qualquer g. A tensao resultante no concreto, ag,, pode

ser exclusivamente de compressado (neste caso, diz-se que ocorre protensao total) ou
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pode apresentar valores de tracdo de pequena magnitude. Neste segundo caso, quando
as tensdes de tracdo que surgem séo inferiores a resisténcia a tracao do concreto, diz-

se que a protensao € limitada, caso contrario, tem-se uma protensao parcial.

Viga protendida (sem peso) Tensdes para secao s

Vel Secao s SEeCao s an

d70-4 .

Viga protendida (com peso) sob acédo de carregamento g op Ggia o,

m q Protenséo total
— - x
A g — P
N Even e WO 1 [/ 0 NSO B

T Protensé&o limitada ou parcial
RA RB
7 N

Figura 2-5 — (a) Viga biapoiada protendida com peso préprio desprezado; (b) Viga biapoiada

protendida sob acéo de peso préprio e de um carregamento externo.

A Figura 2-5 ilustra um tracado de cabo de protensdo com excentricidade
constante, para fins demonstrativos. Na pratica, adota-se um tragcado com
excentricidade variavel ao longo da viga, de forma a gerar momentos fletores contrarios

aos devidos ao carregamento atuante.

Importante ressaltar que a protensdo é um sistema autoequilibrado, isto é, em
estruturas isostéticas, ndo gera reagdes de apoio, somente solicita¢des internas (Figura
2-5a). Para estruturas hiperestaticas, contudo, seu efeito é representado por uma
parcela isostatica de esforcos - que sado obtidos de forma direta a partir do tracado do
cabo ao longo da viga — e por solicitacBes hiperestéticas, cuja determinacdo € mais

trabalhosa.

Os esforgos isostéticos de protensdo podem ser determinados pela simples
aplicacao da forca de protensdo P em uma sec¢éo de calculo da viga. Sendo a 0 angulo
entre a tangente ao tragado do cabo e a horizontal, e sendo e a excentricidade do cabo

na secao em questéo, tem-se o esquema de forgas da Figura 2-6.



(a) (b)

Figura 2-6 — (a) Sec&o de uma viga sob protensdo de modulo P; (b) Sistema equivalente de

esforcos gerados pela protenséo.

Podem-se obter, assim, a solicitagdo cortante Q, a solicitagcdo normal N e o

momento fletor M:

Q = P - sen(a) (2-2)
N =P cos(a) (2-3)
M= —P-cos(a)-e (2-4)

A equacgdo (2-4) demonstra que o momento fletor gerado pela protenséo é
definido pelos parametros P, a e e. Observa-se que o angulo de inclinagdo dos cabos,
em geral, é de pequena magnitude, o que implica cos(a) = 1. Neste caso, as Equacdes

(2-3) e (2-4) podem ser aproximadas por:

N=P (2-5)
M=-P-e (2-6)

Observa-se, na equacao (2-5), que o momento fletor isostatico gerado pela
protensdo com tracado de pequena variagdo angular é funcéo apenas de P e e, 0 que
resulta em um diagrama de momentos fletores isostaticos com 0 mesmo aspecto que o
tracado do cabo.

Para uma estrutura isostatica, estes sao os Unicos esforcos gerados pela
protensdo. Contudo, para a grande maioria das estruturas, que sao hiperestéticas, a
restricdo de deslocamento resulta no surgimento de esforcos hiperestaticos de
protenséo (Figura 2-7). Neste aspecto, pode-se estabelecer uma analogia com o efeito

de temperatura em estruturas isostaticas e hiperestaticas.



=
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Figura 2-7 — Viga hiperestatica protendida.

A Figura 2-7 mostra uma estrutura hiperestatica protendida representada pela
superposicao de um sistema isostatico protendido com um sistema sob o efeito dos
esforcos hiperestéaticos gerados pela protensdo. Este conceito remete diretamente ao
Método das Forcas para a andlise de estruturas hiperestaticas, como se descreve mais

detalhadamente no Capitulo 3 deste trabalho.

Pode-se dividir, assim, o momento fletor total gerado pela protensdo, M;,:(x),

em duas parcelas:

Mo (x) = Miso(x) + Mpp (x) (2-7)

onde M;,(x) € 0 momento isostatico de protensao, obtido pela equagao (2-4) e Mp,;,(x)

€ 0 momento hiperestético gerado pela protensao.

Os métodos mais difundidos para tracar o diagrama de momentos fletores de
protensdo fazem uso do conceito de carga equivalente, o que consiste na substituicdo
dos cabos de protensdo por um carregamento externo cujo diagrama de momentos
fletores seja similar ao diagrama final da protenséo. Apesar de simples conceitualmente,
tais métodos costumam ser trabalhosos e dificeis de serem automatizados, uma vez
gue qualquer alteracdo no tracado do cabo demanda o ajuste das cargas equivalentes
aplicadas no modelo estrutural. Alguns destes métodos sdo descritos no Capitulo 3

deste trabalho.

Apds a obtencdo dos diagramas de momentos fletores isostaticos e
hiperestéticos resultantes da acéo da protenséo, € preciso verificar, para as diversas
etapas do processo construtivo, as tensdes atuantes no concreto para as segdes

principais da viga. A partir destes resultados, ajusta-se o tracado do cabo para atender
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aos critérios normativos, de forma mais otimizada e econdmica possivel. Esse processo
normalmente € iterativo, uma vez que sé é possivel determinar o efeito gerado pela

protensdo na viga a partir de um conhecimento prévio de seu tracado.

Neste contexto, o presente trabalho busca descrever um método pratico que
possa ser automatizado se determinar os momentos hiperestaticos de protensao, de
forma a auxiliar no pré-dimensionamento da viga protentida. Desenvolvem-se
expressdes para obtencédo de um parametro inicial para o hiperestatico, permitindo-se
0 ajuste do tracado de forma mais acertiva. Consequentemente tem=se um tracado mais
refinado, préximo ao tracado final. Em seguida, prossegue-se com a andlise utilizando-
se 0s métodos usuais de carga equivalente, a fim de se confirmar os resultados

esperados.
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3. Métodos convencionais para analise da protenséo

Este capitulo apresenta trés métodos para andlise de estruturas de concreto
protendidas: Método das Forcas; Método da Carga Equivalente Convencional e Método
de Alves. Ressaltam-se suas vantagens e desvantagens, bem como as situacdes em

que sua aplicacdo € adequada.

3.1. Método das Forcgas

Para a demonstracao deste método de céalculo, adota-se na Figura 3-1 0 mesmo
sistema estrutural ilustrado na Figura 2-7. Como descrito no item 2.2, os esforcos de
protensdo de uma viga hiperestatica podem ser obtidos pela eliminacao ficticia de seu
apoio redundante, seguida pela superposicéo de dois sistemas: o primeiro com a¢éo da
protensdo e o0 segundo sob a acdo da forca hiperestatica eliminada, aplicada como
carga externa. Este é o conceito que define o Método das Forcas (ou Método da

Flexibilidade) para analise de estruturas hiperestaticas.

P P

Figura 3-1 — Viga protendida de dois vaos.

Como descrito por TIMOSHENKO e GERE (1984), primeiramente, define-se o
sistema principal (SP) a partir da liberacdo das reagdes redundantes da estrutura,
constituindo-se, assim um sistema estaticamente determinado. Como o exemplo desta
demonstracdo, ilustrado na Figura 3-1, apresenta apenas um grau de hiperestaticidade,

basta eliminar de um apoio da estrutura, como ilustrado na Figura 3-2.

Figura 3-2 — Sistema principal.
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O estado E, constitui-se, entdo, do sistema principal sob a acdo da protenséo
(Figura 3-3).

AN

A N
Figura 3-3 — Estado E,.
O estado E; é representado pelo SP sob a acao de uma carga unitaria na direcéo

do deslocamento liberado da estrutura, isto €, uma forga unitaria no apoio B, como
ilustrado na Figura 3-4.

B

A lRB:I 3

Figura 3-4— Estado E; .

Como o deslocamento vertical no apoio B da estrutura é nulo, tem-se a seguinte
equacédo de compatibilidade para este né:

510 + 611 " R1 = 0 (3'1)
onde:
R; € areacgdo desconhecida no apoio liberado da estrutura;

610 € 0 deslocamento do ponto cujo apoio foi liberado, gerado pela acédo do

carregamento que atua na estrutura (estado Ey);

611 € o coeficiente de flexibilidade associado ao hiperestatico liberado R,, isto €,

o deslocamento deste ponto gerado pela acdo de uma carga unitaria (estado E;);

Pode-se, assim, determinar a reacdo hiperestatica no apoio B:

_ 10 (3-2)
511
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Os deslocamentos §;, € §,; da equacéo (3-2) sao determinados pelo Método da
Carga Unitaria (MCU). Para isso, é necessario se conhecer o tracado final do cabo de
protensdo, que deve ser descrito por trechos de polinbmios (ou parébolas).
Solucionadas as integrais do MCU que definem §,, e §;;, obtém-se a reacédo
hiperestatica. Aplicando-se a reacéo obtida Rz no sistema principal (Figura 3-2), obtém-

se o diagrama de momentos fletores hiperestaticos da estrutura (Figura 3-5).

‘%N/@'

Mhip (B)

Figura 3-5 — Diagrama de momentos fletores hiperestaticos My, (x).

Observa-se que o emprego deste método € simples para o exemplo estudado.
Contudo, para uma estrutura de grau de hiperestaticidade mais elevado, tem-se nao
apenas uma equacdo, mas um sistema de equacdes de compatibilidade. Para a
estrutura de trés vaos ilustrada na Figura 3-6, por exemplo, que apresenta dois graus
de hiperestaticidade, suas equacBes de compatibilidade resultam no sistema linear
composto por (3-3) e (3-4). Podem-se adotar como redundantes as reacdes verticais

nos apoios internos B e C, por exemplo.

P = — D

e S

A B C D

Figura 3-6— Viga protendida de trés vaos.

610 + 611 " R1 + 612 " R2 = 0 (3'3)
620 + 621 " R1 + 522 " RZ = 0 (3'4)

Aplica-se 0 método da Carga Unitaria para determinagdo de cada um dos
coeficientes das equacgbes de compatibilidade e, em seguida, soluciona-se o sistema,
obtendo-se as reacgfes hiperestaticas R; e R,. A partir dos valores obtidos para as
reacOes da estrutura, o diagrama de momentos fletores hiperestaticos da estrutura é

facilmente determinado.
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3.2. Método da Carga Equivalente Convencional

O método descrito por LIN (1980) para a determinacdo dos momentos fletores
de protenséo consiste em transformar os efeitos de protensdo em um cabo parabdlico
em cargas verticais. Para a demonstracdo deste conceito, supde-se uma viga biapoiada
(Figura 3-7), cuja protensdo de tracado parabdlico equilibra os momentos fletores

advindos do carregamento externo aplicado.

Conforme descrito por PERLINGEIRO (1998), o método prop8e que a forca
longitudinal de atrito f;, e a forga transversal de curvatura f;. sejam substituidas por

cargas verticais uniformemente distribuidas.

VISTA LATERAL
CABO DE
PROTENSAO
f P
carga externa / fo i
NN
N, <
~ /‘/ fla
.
N N . ~ e
\S e
/ p N \\
VIGA DE CONCRETO 4 N
PROTENDIDO A7 fyp y A\ N
fe VIGA DE
CONCRETO

Figura 3-7 — Solicitacdes devidas a protenséo. Fonte: (PERLINGEIRO, 1998, p. 93)
Considera-se um sistema referencial local com origem no eixo de simetria da
parabola (Figura 3-8), cuja equacéao geral é escrita por:
y(x) =ax®*+bx +c (3-5)

As condicdes de contorno para determinagdo das constantes a,b e ¢ S&o:
(—=L/2,1),(0,0) e (L/2,f), sendo f a flecha do arco de parabola e L o seu comprimento.

Aplicando-se tais condi¢des de contorno a equacéo geral da parabola, obtém-se:

4f (3-6)
a=7z
b=c=0 (3-7)
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O que implica em:

4
y(x) = L—];XZ (3-8)

Derivando-se a equagdo (3-8), obtém-se a expressdo para o angulo de
inclinacdo do cabo, a, na extremidade do elemento:

a(x) = arctg (i—{ x) = ﬁx (3-9)

a(L/2) = % (3-10)

Ressalta-se que, para angulos a de pequena magnitude, é valida a aproximacao
de sua tangente como o valor do préprio angulo. Entretanto, para angulos que nao se
classifiguem neste caso, esta aproximacdo ndo deve ser utilizada, pois isto pode
provocar erros significativos no comprimento L da parabola.

AY P
f

» x
-1/2 L/2

Figura 3-8 — Tracado parabdlico do cabo de protenséo.

Considerando-se as expressdes (2-2) e (2-3), podem-se determinar as projecdes
das solicitagdes de protensédo, N e Q:

N=P-cos(a) =P (3-11)
Q =P-sen(a) = % (3-12)

A carga vertical g uniformemente distribuida, ilustrada na Figura 3-9, capaz de

equilibrar o efeito de Q sob o elemento é dada por:

1(2_4f-P)=8P-f

q= z L L2 (3-13)
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Carga equivalente

_8p-1f »
’ LZP/KITTTTTTTTTTTTI
N

/P

Cabo parabdlico

Figura 3-9 — Carga equivalente de protensdo em trecho de cabo parabdlico. Fonte:
(PERLINGEIRO, 1998, p. 95).

Tem-se, portanto, em (3-13) a expressao para obtencao da carga equivalente de
protensdo para um cabo de tracado em parabola simétrica. Como, na pratica, ndo é
usual a adocao de tracados simétricos, 0 que se faz é aproximar o tracado real em
trechos de semi-parabolas, como ilustrado na Figura 3-10. E preciso, para isso,
identificar os pontos de tangente nula e de inflexdo das parabolas, onde costumam

ocorrer os limites dos trechos de cargas equivalentes.

Segundo PERLINGEIRO (1998), determina-se, entdo a carga equivalente q para
cada semi-pardbola, conforme ilustrado na Figura 3-10, desprezando-se o

carregamento correspondente a parte simétrica da parabola (tracejado).

e Ponto de tangente horizontal
% Ponto de mudanga de curvatura

Trajetéria real do cabo Sy gy = 3
Trajetoria em semi-parabolas L5
——————— Proje¢des simétricas das semi-parabolas

Figura 3-10 - Cargas de protensdo em tracado genérico. Fonte: (PERLINGEIRO, 1998, p. 96).
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Aplicando-se cada carga equivalente obtida em seu respectivo trecho da viga, é
possivel obter um sistema estrutural cujos esfor¢cos sdo similares aos produzidos pela
protensdo. Uma vez que os momentos fletores do sistema equivalente sdo os momentos
totais de protenséo e os momentos isostéaticos sédo conhecidos, 0o momento hiperestatico

pode ser obtido de forma simples por (2-7).

Este método de calculo, apesar de apresentar bons resultados, pode se mostrar
trabalhoso, uma vez que as cargas equivalentes devem ser autoequilibradas, o que
torna sua obtencdo e a determinacdo de seus trechos de aplicagdo um processo

sensivel e dificil de ser automatizado.

3.3. Método de ALVES

O procedimento de célculo aqui descrito €, também, um método de carga
equivalente. Contudo, como néo se adota a suposi¢do de um tragcado parabélico para o
cabo de protensao, este método se mostra mais preciso e adequado para a obtencéo

de esforcos de protenséo gerados por cabos com tracado genérico.

A viga deve ser discretizada em trechos, como ilustrado na Figura 3-11.

n trechos

. T

—

= N S

Figura 3-11 — Viga protendida subdividida em trechos.

Conforme ALVES (1994) descreve, o principio deste método de carga
equivalente se baseia no equilibrio de momentos e forgas nos extremos de cada trecho
da viga (Figura 3-12). Os angulos de entrada e de saida do cabo para a secdo séo
denotados por a; e a,, respectivamente. Conhecidas as propriedades geométricas do
tracado do cabo e o valor da forca de protensédo P, os esfor¢os internos de protensdo
Q,N e M sdo obtidos pela expressdes (2-2), (2-3) e (2-4), respectivamente, para as duas

faces do elemento.
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P T—x’ ‘hﬁqz

2

@2 Ml Ql QZ M2

aq
P ad e ” (%‘q'—pi—ia -

L
(a) (b)

Figura 3-12 — (a) Trecho da viga protendida; (b) Forcas equivalentes de protenséo.

A partir destas grandezas, sao determinadas as cargas equivalentes distribuidas
q e p. A primeira representa a componente vertical do esfor¢o equivalente e a segunda,
a componente axial. Observa-se que, de forma diferente ao descrito pelo Método da
Carga Equivalente Convencional, a carga vertical distribuida possui variagdo linear ao

longo do trecho de aplicacéo, tornando-se uma carga trapezoidal.

O equilibrio de forgas horizontais do elemento resulta na seguinte relagao:

ZFH=0—> Ny—Ny+p-L=0 (3-14)

Obtém-se, assim:

N, — N, (3-15)
L

p:

Pelo equilibrio de momentos em relacdo aos pontos A e B do elemento obtém-

se as relacoes:

L - L 2L 3-16
ZMA=O_>_M1+M2—Q2'L+C[1'L'—+M'—=O ( )

2 2 3
L - ‘L L 3-17
ZMB=0—’—M1+M2—Q1'L—Q1'L'E—%'§=O ( )
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A solucao do sistema formado por (3-16) e (3-17) resulta em:

_ 6(M;— M) 2(2Q1+ Q2) (3-18)
CETTTE T L
_6(My—M,)  2(2Q, + Q1) (3-19)
qz = LZ + I

A partir das equacfes (3-15), (3-18) e (3-19) é possivel determinar as cargas
equivalentes de protenséo para cada trecho da viga. Assim como descrito no item 3.2,
0s momentos totais de protenséo sdo obtidos pela aplicacdo das cargas equivalentes
em seus respectivos trechos. O momento fletor hiperestatico de protensao pode ser

determinado de forma simples a partir da expressao (2-7).

Ressalta-se que o Método de ALVES, além de permitir a analise da protenséo
com tracado genérico qualquer, possibilita a consideracdo de perdas de protensédo ao
longo da estrutura. Ainda, este método pode ser adaptado para estruturas com variagao

de inércia e de greide.
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4. Aplicacéo de linhas de influéncia para analise da protenséao

Este capitulo apresenta, sequencialmente, os conceitos de linha de influéncia de
momentos fletores gerada por forgas, por momentos concentrados e por momentos de
protensdo. Em seguida, estes conceitos séo relacionados e aplicados a determinagéo
de momentos fletores hiperestaticos de protensao, descrevendo-se 0 método proposto

de calculo para este esforgo.

O fundamento do método proposto € obter o0 momento fletor hiperestatico de
protensdo em uma secéo s por meio da integracéo do produto entre a linha de influéncia
de momentos fletores hiperestaticos e o diagrama de momentos fletores isostaticos de

protenséo (equacao (4-1)).
L
Maip(s) = | Miso ) - e () (@)
0

onde:
My, (s) € o momento fletor hiperestatico na sec¢éo s gerado pela protensao;
s € o indice que indica a se¢éo da viga para qual se realiza o calculo;
M;s,(x) € 0 momento isostatico gerado pela protenséo ao longo da viga;

nup(x) € a linha de influéncia de momentos hiperestéaticos na se¢édo s gerados

pela protensdo ao longo da viga;

L é o comprimento total da viga.

Secao s

A B C D

X
Ao A& w4 A

Figura 4-1- Viga para demonstracéo do método proposto.

Como enuncia GHALI (1969), a linha de influéncia de momentos hiperestaticos

de protenséo, nyp(x), € definida como o momento fletor hiperestatico em uma secao s
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devido a uma forga unitéria de protensado aplicada a uma excentricidade unitaria em um
elemento de comprimento unitario na sec¢do x. Este conceito serd discutido de forma

mais detalhada no item 4.3 deste capitulo.

Para angulos de inclinacdo dos cabos de pequena magnitude, o momento
isostatico M;,, € aproximado pela equacdo (2-6). Assim, a equacao (4-1) resulta em
(GHALI e NEVILLE, 1972):

L
Maip(s) = | P+ eG) - mup (3) dx 4-2)
0

onde e(x) é a fungdo que descreve a excentricidade do cabo ao longo da viga.

E possivel, entdo, determinar o momento hiperestatico de protensdo para as
principais se¢des de célculo e, em seguida, como este esforco apresenta variacao linear

ao longo da viga, traca-se facilmente o diagrama.

Ressalta-se que o método de calculo desenvolvido neste trabalho apresenta
algumas limitagdes, tais como: consideracdo dos apoios externos da estrutura como
rotulados; desconsideracdo de deformacdes axiais e deformacdes por cisalhamento;
vigas apresentam greide e momento de inércia constantes ao longo de seu
comprimento; os momentos fletores isostaticos sdo tomados como continuos;

desconsideram-se perdas de protensao.

4.1. Linha de influéncia de momentos fletores gerados por forca

unitaria

Uma carga aplicada em uma posicao qualquer de abscissa x de uma estrutura
causa deformacao e diversos esforgos internos, tais como momentos fletores, esforcos
axiais, esforcos cortantes etc. Quando os valores dos esforcos provocados em uma
secao s sao representados graficamente na abscissa do ponto de aplicacao da carga,
obtém-se uma linha de influéncia para esta secdo (GHALI e NEVILLE, 1972). Assim, a
linha de influéncia de uma secéo s de uma viga é definida como a curva cujas ordenadas
sdo os valores do esforco em questdo na se¢ao s gerado por uma carga que se desloca

ao longo da viga.
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A Figura 4-2 ilustra a linha de influéncia de momentos fletores gerados por uma

forca unitaria que se move ao longo da viga. As ordenadas 7, (x) desta curva sao os
momentos fletores da se¢ao s devidos a acdo de uma forga concentrada de valor unitario

em cada abscissa x da viga.

SeGAo s 1

N o~ |
S ==

Figura 4-2 — Linha de influéncia 1, (x) de momentos fletores na se¢éo s.

Pretende-se demonstrar, por meio do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), que

as ordenadas nyo(x) equivalem as ordenadas da deformada vs(x), gerada pela

aplicacdo de uma rotacdo unitaria na secao s, onde se introduz uma rétula ficticia (Figura
4-3).

/r Secao s
T N T 0
@i |
T\Q! : g M) = Mmq (x) @

Figura 4-3 — Linha de influéncia de momentos fletores gerada por uma rotagao unitéria.

Para isso, define-se o sistema estrutural da viga biapoiada ilustrado na Figura

4-4, para o qual se busca obter o momento fletor n,,, gerado na secéao s.

Segao s

A c B
A%

Figura 4-4 — Sistema estrutural para aplicacédo do PTV.

Assumem-se, respectivamente, o0s sistemas real e virtual ilustrados na Figura
4-5, nos quais o vinculo correspondente a incognita 1, foi rompido pela introducéo da

rotula ficticia.
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No sistema real (Figura 4-5a), o momento fletor n,,, foi aplicado como uma forca
externa para preservar a compatibilidade com o sistema estrutural inicial. O
deslocamento virtual gerado pela rotacao unitaria imposta sobre a estrutura modificada
€ um deslocamento infinitesimal imaginario (Figura 4-5b). Entende-se, entdo, por
trabalho virtual, o trabalho realizado pelas forcas reais durante estes deslocamentos

virtuais.

1
Mg MQ

A haWad l B

AN N

™ R

Figura 4-5 — (a) Sistema de forcas reais; (b) Sistema de deslocamentos virtuais infinitesimais
compativeis.

Pelo PTV, o trabalho virtual das forgas externas aplicadas a estrutura (trabalho
externo) é igual ao trabalho virtual das for¢as internas (trabalho interno) (TIMOSHENKO
e GERE, 1984, p. 335):

Wext = Wine (4-3)

Uma vez que as forcas externas aplicadas ao sistema sao a forca unitaria e o
momento 71y, (x), obtém-se W,,, pelo produto destas cargas com seus deslocamentos

externos virtuais correspondentes:

Wexe =1 v5(x) — NMmo(x) " a —nye(x) - B (4-4)
Comoa + B =1, tem-se:
Wexe = vs(x) — Nmo (x) (4-5)

Como nao ha deformacdes internas virtuais:

Wine =0 (4-6)
Combinando as equacdes (4-5) e (4-6) em (4-3), obtém-se:
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Vs(x) = Ny (x) (4-7)

A equacgdo (4-7) demonstra que o momento fletor gerado na sec¢do s pela
aplicacao da forga unitaria no ponto de abscissa x equivale a deformada do sistema
(Figura 4-5b) nesta mesma abscissa. Isto €, a linha de influéncia de momentos fletores
da secdo s, denominada 1y (x), pode ser obtida pela deformada do sistema virtual
ilustrado. Uma vez que o deslocamento virtual aplicado a estrutura é infinitesimal, a
equacdo (4-7) vale também para estruturas hiperestaticas (como a da Figura 4-3), nas

guais as deformacdes internas virtuais apresentam magnitude desprezivel.

Deste fundamento, desenvolve-se o método cinematico para o tracado da linha
de influéncia de uma estrutura gerada por caga concentrada, conhecido como o
Principio de Muller-Breslau. Conforme descrito por SUSSEKIND (1984), primeiramente,
rompe-se o vinculo que transmite o esforco cuja linha de influéncia pretende-se
determinar (neste exemplo, momento fletor). Em seguida, imp&e-se na sec¢ao s, no
sentido oposto ao do esfor¢o positivo, um deslocamento unitario, que sera tratado como
uma deformacédo de pequena magnitude. A deformada gerada na estrutura representa

sua linha de influéncia gerada por forga concentrada para o esforgco em questéo.

O conceito de linhas de influéncia auxilia a analise de estruturas submetidas a
carregamentos moéveis, uma vez que seu tracado permite identificar os trechos da
estrutura nos quais a acao das cargas € capaz de provocar esforcos maximos ou
minimos em uma determinada se¢ao. O esforco em uma sec¢ao s qualquer é obtido pelo
produto do valor da carga concentrada com a ordenada da linha de influéncia no seu
ponto de aplicagdo. Para um carregamento distribuido, o esforgo resulta da integral do
produto entre a funcdo que descreve o carregamento e a funcéo que descreve a linha

de influéncia.

Assim, o valor de um esfor¢co E genérico em s, gerado pela aplicacdo de um

carregamento qualquer ao longo da estrutura, descrito por f(x), pode ser obtido por:
L
B) = [ mer(o) - £00) dx @8
0

onde ngr(x) € a linha de influéncia da secdo s para esfor¢co do tipo E gerado por

carregamento unitério do tipo F.
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4.2. Linha de influéncia de momentos fletores gerados por

momento unitario

De forma analoga ao que se demonstrou no item anterior, pode-se definir a linha
de influéncia de momentos fletores gerados por um momento unitario, denominada
nuc(x), como a curva cuja ordenada representa o momento fletor gerado em s pela
aplicacao de um momento unitario que se desloca ao longo da viga (Figura 4-6). O efeito
deste momento unitario € o mesmo que o de um binario de sentido horéario formado por

forcas unitarias separadas por uma distancia também unitaria.

AW c _— b

52 \B\Se\ﬂ@/ 2

céos

Figura 4-6 — Linha de influéncia ny.(x) de momentos fletores na sec¢éo s.

Demonstra-se, aqui, por meio do Teorema da Reciprocidade, que essa linha de
influéncia gerada por um momento concentrado equivale a derivada da linha de

influéncia gerada por uma forga concentrada 1, (x), definida no item 4.1.

Para tal, sdo definidos dois sistemas estruturais, nos quais rompe-se 0 vinculo
correspondente a incognita que se busca (o momento fletor ny¢). No sistema (a), o
momento nyc(x) foi aplicado como uma forga externa de forma a preservar a

compatibilidade com o sistema estrutural original (Figura 4-7a).

Jé o sistema (b), representa a deformada v,(x) gerada pela aplicacdo de uma
rotagdo unitaria na se¢ao s, como ja descrito no item 4.1. Esta rotagdo esta associada

a um par de momentos de valor desconhecido N.
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M (X)) My (x)

B
A ey ¢ > @
1

D
x@s P P @ (b)

RN S I|'I Vs (x)
6(x)
Figura 4-7 — Sistemas (a) e (b) para aplicacdo do Teorema da Reciprocidade.

Cada sistema é definido por um conjunto de forgas externas F e esfor¢os internos
f, associados as deformadas externas D e as internas infinitesimais d. Assumindo-se,

entdo, o sistema (a) como real e o sistema (b) como virtual, pode-se escrever, pelo
Principio dos Trabalhos Virtuais (equacao (4-3)):

ZFa "Dy = ffa'db (4-9)

Considerando-se, em seguida, o inverso: sistema (a) como virtual e o sistema
(b) como real, obtém-se:

z Fp-Dgq = jfb dg (+10)

Assumindo-se que estrutura apresente comportamento linear, € valida a
seguinte relacao:

[ fovd=[ o e (1D

Aplicando-se as equagdes (4-9) e (4-10) em (4-11), tem-se:

Z E,-D, = Z F,- D, (4-12)

Desta forma, pode-se enunciar o Teorema da Reciprocidade (Teorema de

Maxwell — Betti): Se uma estrutura € submetida a dois sistemas de for¢as quaisquer, o
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trabalho gerado pelas forcas do primeiro sistema durante os deslocamentos
correspondentes do segundo é igual ao trabalho gerado pelas forcas do segundo
sistema durante os deslocamentos do primeiro (RAMALHO, 2013).

Aplicando o Teorema da Reciprocidade (equacao (4-12)) aos carregamentos e
deformacdes dos sistemas em questao, obtém-se:

—Nuc(x)a—nycx)-F+1-6(x)=N-y—N-y (4-13)

O angulo de rotacdo da viga com relacdo ao seu eixo, denominado 6 (x), € dado
pela derivada da deformada da estrutura (TIMOSHENKO e GERE, 1983):

dvs(x) (4-14)
dx

0(x) =
Como, por definicdo, a + f = 1, a equacao (4-13) resulta em:

dvs(x) (4-15)
dx

Nmc(x) =

Aplicando-se a equacéo (4-7) em (4-15), tem-se (GHALI e NEVILLE, 1972, p.
346):

d
Nmc(x) = %(x) (4-16)

Portanto, como afirmado anteriormente, a ordenada da linha de influéncia de
momentos fletores gerados por um momento unitario que se movimenta ao longo do
vao é igual a derivada da linha de influéncia de momentos fletores resultante da

aplicacao de uma for¢a unitaria, que também se movimenta ao longo da viga.
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4.3. Linha de influéncia de momentos fletores gerados por par de

momentos unitarios

O conceito de linha de influéncia pode ser aplicado para a analise do efeito de
protensdo em estruturas hiperestaticas. Neste contexto, define-se nyp(x) como o
momento fletor gerado em uma sec¢ao s da viga devido a uma for¢a de protensao unitaria
com excentricidade unitaria, aplicada em um elemento de comprimento também unitério
(GHALI e NEVILLE, 1972).

Observa-se que este momento fletor provocado pela aplicacdo de esfor¢cos de
protensdo em uma secao distinta da estrutura é exatamente o que se entende por
hiperestatico de protensao. De forma pratica, define-se, assim, nyp(x) como a linha de
influéncia de momentos hiperestaticos na se¢édo s gerados por um par de momentos

unitarios de protensdo que se move ao longo da viga (Figura 4-8).

Nup(X)

A V\ B C D

X
R& \1 Jj @\' segao s \/ @

Figura 4-8 - Linha de influéncia n,p(x) de momentos fletores na sec¢éo s.

Aplicando-se a equacéo (4-8), verifica-se que a integracdo do produto entre a
linha de influéncia nyp(x) e o diagrama de momentos isostéticos de protenséo fornece

o valor do hiperestatico na se¢céo s. Fundamenta-se, assim, a equacao (4-1).

De forma andloga ao que se desenvolveu no item 4.2, demonstra-se pelo
Teorema da Reciprocidade que a linha de influéncia gerada por um par de momentos

equivale ao o oposto da derivada segunda de 7, (x).

Para a deducéo desta relacéo, sdo definidos dois sistemas estruturais, nos quais
rompe-se o vinculo correspondente a incognita que se busca (momento fletor nyp(x)).
No sistema (a) da Figura 4-9, o momento fletor nyp(x) foi aplicado como uma forca
externa de forma a preservar a compatibilidade com o sistema estrutural original. Supde-

se que o primeiro momento do par de unitarios atua em uma secdo de abscissa x,
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enquanto o outro momento do par atua em um ponto distante uma unidade de

comprimento deste, apresentando abscissa x + 1.

Ja o sistema (b) da Figura 4-9, que representa a deformada v,(x) gerada pela
aplicacao de uma rotacao unitaria na secdo s, € o mesmo sistema ilustrado na Figura
4-7b. O angulo de rotagcdo na abscissa x da viga é dado pela derivada da deformada

(equacao (4-14)) enquanto na abscissa x + 1, tem-se 0 &ngulo de rotagéo:

dvg(x) N d?vg(x) (4-17)

6(x+1) = I 2

NMup(X)  nyp(x)

A wer — T~ ! >
N NN

B
(a)
My @\G M

0(x) é(x+ 1)

Figura 4-9 — Sistemas (a) e (b) para aplicacdo do Teorema da Reciprocidade.

Pelo Teorema da Reciprocidade (equacdo (4-12)), o trabalho das forcas do
sistema (a) durante os deslocamentos do sistema (b) € igual ao trabalho das forcas do

sistema (b) durante os deslocamentos do sistema (a):

—Nup(xX) - a—nyp(x)-f+1-0(x)—1-0(x+1)=N-y—N-y (4-18)

Aplicando-se arelacédo a + g = 1 e a equacao (4-17) em (4-18), obtém-se:

dvs(x) dvs(x) d?vs(x) (4-19)

“Mup(x) + dx dx dx?2 0
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d?v,(x)

nup(x) = — Iz (4-20)

Aplicando-se a equacéo (4-7) em (4-20), tem-se (GHALI e NEVILLE, 1972):

d* g (x)
nup(x) = _% (4-21)

Portanto, como afirmado anteriormente, a ordenada da linha de influéncia de
momentos fletores gerados por um par de momentos unitarios que se movimenta ao
longo do vao coincide com a derivada segunda da linha de influéncia de uma forca

unitaria, com sinal oposto.

4.4. Determinacdo do momento hiperestatico de protenséo

As relagOes entre as linhas de influéncia deduzidas nos itens anteriores séo
aplicadas para se obter uma nova formulagéo para a equacdo (4-1), que expressa o

calculo do momento hiperestatico de protensdo em uma se¢éo s da viga.

Sendo vg(x) a funcdo que descreve a deformada da viga apés a acao do
deslocamento rotacional unitario em s, como descrito no item 4.1, aplica-se a Equacéo
Diferencial da Linha Elastica, descrita por TIMOSHENKO e GERE (1983):

d?vs(x)  Tig(x) (4-22)

dx?2 ~  E-I

onde:
m;(x) é o diagrama de momentos fletores ao longo da viga associado a v,(x);
E € 0 médulo de elasticidade do material que comp®e a estrutura;
I é o momento de inércia da secédo da viga.

Importante ressaltar que mg(x) representa o momento fletor na secdo x
resultante da rotacdo unitaria na secao s, ou seja, trata-se do diagrama de momentos
fletores da viga sob acdo do deslocamento rotacional. As ordenadas da funcdo mg(x)
representam uma grandeza da propria secao de abscissa x, logo, ndo se trata de uma

linha de influéncia, como 7y (x), Nyc(x) OU Nyp(x).
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No item 4.3, demonstrou-se que a linha de influéncia de momentos hiperestéaticos
de protensdo, denotada nyp(x), coincide com o oposto da derivada segunda da

deformada vg(x). Aplicando-se, entdo, a equacao (4-22) em (4-21), tem-se (GHALI e
NEVILLE, 1972):

ms(x) (4-23)
E-1

nup(x) =

Desta forma, é possivel se obter ny,p(x) a partir do diagrama de momentos
fletores mg(x) correspondente a deformada v;(x), como ilustrado na Figura 4-10.
Observa-se que as funcgbes nyp(x) € my(x) sdo diretamente proporcionais, o que €

ilustrado pelo fato de ambos os seus graficos apresentarem o mesmo formato (Figura
4-8 e Figura 4-10b).

@—P X (a)

¥y

A s (x) B c D
K%Q @'\ Secéo s M

¥y

Figura 4-10 — (a) Sistema estrutural correspondente a deformada v, (x); (b) Momentos fletores

mg(x) gerados pela rotagdo unitaria em s.

Aplicando-se a equacéo (4-23) em (4-1), obtém-se (KONG, 2004):

s (x)
I

L
My (s) = f Moo () - 22 4 (4-22)
0

Esta equacéo permite o calculo do momento hiperestatico My;,(s) em uma sec¢ao

a partir da integracao do produto de dois diagramas de momentos fletores, M;;,(x) e

m5(x), dispensando a obtencéo direta das expressoes de linhas de influéncia.
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Uma forma alternativa de se escrever a equacao (4-24) é pela substituicdo da
referéncia ao momento mg(x), gerado pela rotacdo unitaria associada ao par de
momentos N (Figura 4-10), pela referéncia ao diagrama de momentos m(x), gerado por

uma rotacao 65 que esta associada a um par de momentos unitéarios (Figura 4-11).

y
—1
A m(x) B c D )
— X
R?! @\ SBQﬁO s A
y

Figura 4-11 - (a) Sistema estrutural correspondente a m(x); (b) Momentos fletores m(x)

gerados pela rotacdo 6, na secao s.

Pelo Teorema da Reciprocidade, tem-se:

ms(x) = |9_S|ms(x) (4-25)
A expressao para o0 momento hiperestatico de protensado se torna, entéo
Mo sy = L fLM ms(x) |
hlp(s) = 16,] . iso(X) F-] X (4-26)

A aplicacdo de um par de momentos unitarios com rotacdo desconhecida se
mostra vantajosa pela facilidade em se determinar 6; e m; pelo Método da Carga

Unitaria e pelo Método dos Deslocamentos (Método da Rigidez), como demonstrado
nos proximos capitulos.

Assumindo-se um sistema de coordenadas locais (x, y) para cada trecho ou vao

daviga, a integral da Eq. (4-26) divide-se em um somatdrio de integrais

1 <[t (%
Mhip(S)sz[L Miso(f)-n;_();)df (4-27)
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5. Aplicagbes

Neste capitulo, aplica-se a expressao (4-26), demonstrada no capitulo anterior,
para a determinagdo do momento hiperestéatico de protenséo em vigas de dois e de trés
vaos com diversos tracados de cabo. Deduzem-se expressfes analiticas e tragam-se

abacos para obtencao direta e pratica desta grandeza.

5.1. Dois vaos protendidos com excentricidade constante

A Figura 5-1 ilustra uma viga com trés apoios sob a acdo de uma forca de
protensdo P atuante em um cabo de excentricidade constante e com relagcdo ao
centroide da secdo da viga. Pretende-se tracar o diagrama de momentos fletores

hiperestaticos da estrutura e, em seguida, seu diagrama de momentos fletores totais.

Figura 5-1 -Viga de dois vaos sob acdo de protensdo com excentricidade constante.

Para isso, busca-se, primeiramente, obter o momento hiperestatico no apoio

central B, definido a partir da equagéo (4-27):

n=2
_1 z L me(®@) _
Mhip(B)_leBli:1 I:J;) Ml'SO(x). E-] dx (5 1)

A integracdo é realizada para os dois vaos da viga, AB e BC, assumindo-se

sistemas de coordenadas locais com a origem em A e B, respectivamente.

Rompendo-se o vinculo correspondente a incognita My;,(B) com a introducéo

de uma rétula ficticia e aplicando-se um par de momentos unitarios, obtém-se o sistema

estrutural da Figura 5-2, correspondente ao diagrama de momentos fletores mg(x).
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B ) Cc
-1
mg(x)
(b)
& & 2
B C

Figura 5-2 — (a) Sistema estrutural; (b) Diagrama de momentos fletores mg (x).

Observa-se que o sistema estrutural da Figura 5-2a pode ser dividido em dois

trechos isostaticos, AB e BC. Desta forma, pode-se escrever:

|6g] = 104l + 105| (5-2)

onde 0p, e Opc sdo as rotagcbes no apoio B referentes aos trechos AB e BC,

respectivamente.

Analisando-se separadamente o sistema estrutural AB (Figura 5-3), pode-se
obter 6, pelo Método da Carga Unitaria (MCU), um caso particular de aplicagdo do
Principio dos Trabalhos Virtuais (equacéo (4-3)).

1

—

B

Figura 5-3 — Sistema estrutural isostatico AB.

O MCU consiste na aplicagdo de uma carga virtual unitaria na mesma direcao e
sentido do deslocamento desconhecido da estrutura, definindo-se o sistema estrutural
tomado como real. Como descrito por TIMOSHENKO e GERE (1984), a configuracéo
de deformacdes virtuais é escolhida para coincidir com a que ocorre na viga em
decorréncia do carregamento real. Assim, a configuracdo de deformacdes virtuais
imposta esta associada a mg(x) e, consequentemente, ao deslocamento a ser

determinado 65,.
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Considerando-se estes fundamentos ao sistema ilustrado na Figura 5-3, para a
determinacdo do deslocamento rotacional em B, aplica-se um momento unitario neste
apoio. Observa-se que a Unica carga que exerce trabalho externo é 0 momento unitario,

portanto, tem-se:

Wext = 1 X Oy (5-3)

Considerando-se que apenas os momentos fletores realizam trabalho interno,
tem-se:
Ly (5-4)
Wine = My do
0
onde My representa o diagrama de momentos fletores devidos a acao da carga unitaria
e df representa a rotacdo infinitesimal real da estrutura, compativel com mg(x).
Aplicando-se, entdo, a equacdo (4-14) em (4-22), obtém-se a expressao para O

diferencial do &ngulo de rotacéo da estrutura em relacdo ao seu eixo:

_mB(x) (5-5)
de = I dx

Tem-se, assim, a seguinte expressao para o trabalho virtual interno:

LiMy - mg(x) (5-6)
Wine = f =B dx

Pelo PTV, como W,,; = W;,,;, obtém -se:

Ly MU ) mB(x) (5-7)
Opq = f ——dx
A, El

No problema presente, M; = mg(x), pois 0 carregamento real que atua na
estrutura coincide com a carga unitaria ficticia imposta. A expressao (5-7) pode ser

escrita por:

_ L mpg (X) *Mmp (X) (5'8)
054 —L de
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A funcéo que define o momento fletor mgz(x) € obtida a partir da equacgéo geral

da reta:

y=ax+b (5-9)

Aplicando-se as condi¢des de contorno y(0) =0 e y(L;) = —1 para o vao AB,

obtidas a partir da Figura 5-2b, obtém-se:

1 (5-10)
a= L
b=0 (5-11)

Dessa forma, determina-se a expressdo para o momento fletor ao longo do

trecho AB da viga:

X
mB(X)Z—L—l; 0Sx<L1 (5_12)

Substituindo-se (5-12) em (5-8) e integrando, assumindo E e I constantes:

Ly

1054l = E (5-13)

Analogamente, para o sistema BC, tem-se:

L (5-14)
1O5cl = 57
O angulo 65, definido na equacéo (5-2), tem o valor de:

L+ L,
3EI

1651 = (5-15)

Define-se, em seguida, a expressédo para 0 momento mg(x) para o trecho BC da
viga, em seu referencial local, com origem em B. Aplicando-se as condi¢cdes de contorno

y(0) =—1e y(L,) = 0 em (5-13), obtém-se:

1 (5-16)

h=-1 (5-17)
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0 que resulta na expresséo para o momento fletor no vao BC:

_ X _
mB(.x) = L_Z - 1, 0 <x< L2 (5_18)
Como o referencial local para o trecho AB coincide com o referencial global da
estrutura, mantém-se a equacdo (5-12) para a expressao do momento fletor neste
trecho. Substituindo-se as expressoées (5-12) e (5-18) para mg(x) em (5-1), tem-se:

Ly

Mo ® = it [ Mo+ (<) a5+ [ o) (2= 1)ae] a9

onde |05| é dado pela equacao (5-15). O momento fletor isostatico é obtido a partir de

(2-6) e tem valor constante ao longo da viga:

Miso(X) = —P-e (5-20)

'
\\\E\- RN

B C

Figura 5-4 — Diagrama de momentos fletores isostaticos de protensdo M;,, (x).

Integrando-se (5-19), obtém-se:

_3 P e L1 LZ (5-21)
Myp(B) = ——— (- —-=
nip(B) (L1+L2)( 2 2)
Apos simplificacdes, tem-se:
3P-e
Mhip(B) = — (5-22)

Observa-se que esta € a mesma expressao deduzida por KONG (2004) e por
THOMAZ (2009) para determinac¢do do momento hiperestatico no apoio central de uma

viga protendida de dois vaos com excentricidade do tracado constante.

Sabendo-se que este momento hiperestético apresenta variagao linear ao longo

da viga e que possui valores nulos nos apoios externos (nas se¢des extremas sé atua
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o momento fletor isostético), pode-se, entdo, tracar o diagrama de momentos

hiperestaticos Mp;,(x) ao longo da viga (Figura 5-5).

A B C
: ;\\\/\\
3
_P e

Figura 5-5 — Diagrama de momentos fletores hiperestaticos de protenséo M, (x).

Em seguida, o diagrama de momentos fletores totais (Figura 5-6) da estrutura
protendida é facilmente obtido pelo somatério das ordenadas dos diagramas de
momentos fletores isostatico (Figura 5-4) e hiperestatico (Figura 5-5), conforme a

equacao (2-7):

P- 5-23
Mtot(B) = Te ( )

Figura 5-6 — Diagrama de momentos fletores totais de protenséo M (x).
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5.2. Dois vaos protendidos com tracado poligonal dos cabos

Analogamente ao que se demonstrou no item 5.1, busca-se obter o diagrama de
momentos fletores hiperestaticos e o de momentos fletores totais para uma viga

protendida de dois vaos com tracado poligonal ilustrada na Figura 5-7.

P P
e iy - e, —= _f’;;;" 4= X
2
& L2 Li/2 L/2 | L2
A B C

Figura 5-7 — Viga protendida de dois v8os com tracado de variacdo poligonal.

Como o sistema estrutural coincide com o do exemplo anterior, os valores de g

e mg(x) ja sdo conhecidos. Vale, portanto, a equacéo (5-19), onde |0z| é dado pela
equacédo (5-15):

1 L1 B x\ (L (X _
Mpip(B) = 16,1E1 UO Miso (%) - (— L_l) dx + ) Miso (%) - (L_z - 1) dx] (5-24)
O que diferencia este exemplo do anterior € apenas o0 momento fletor isostatico
Mz, (x). Assumindo-se que os angulos de inclinagdo do cabo de protensao ao longo da

viga apresentam pequena magnitude, é valida a equacdo (2-6) para a obtencdo do
momento fletor isostatico.

A excentricidade do tracado do cabo expressa, no referencial local de cada véao,
pela equacdo geral da reta é dada por:

y(X) =ax+b (5-25)

A funcéo que determina y(x) para o vao AB pode ser dividida em dois segmentos

de retas, definidos, pelas suas respectivas condi¢cbes de contorno. Para o primeiro

trecho, substituindo-se y(0) =0 e y(L;/2) =e; em (5-25), obtém-se os seguintes
coeficientes:

(5-26)
]
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b=0 (5-27)

Para o segundo trecho de reta, as condi¢bes de contorno séo y(L,/2) =e; €

y(L{) = —e,, resultando em:

_ 2(e; tep) (5-28)
= I
b = 281 + ez (5'29)

Assim, a excentricidade do tracado do cabo no referencial local do vao AB é

expressa por:

2eq _ Ly
. ( L—lx; 0SXS7 (5-30)
Y= 2(e; +e3) _ Ly  _
—— X+ (2e1 + ey); S sxsl
1

Analogamente, para o vao BC, aplicando-se as condigcbes de contorno do

primeiro segmento y(0) = —e, e y(L,/2) = ez, obtém-se os coeficientes:

2(62 + 33) (5'31)
Q=
L,
b=—e, (5-32)

Para o segundo segmento, tém-se y(L,/2) = e3 e y(L,) = 0, 0 que resulta em:

 2e (5-33)
a = LZ
b = 263 (5_34)

Desta forma, a excentricidade do tracado do cabo no referencial local do vao BC

€ expressa por:

2(e; +e3) _ _ L
(_) _ {L—Zx—ez; OSXS? (5_35)
YXI=N 0 2e, L,
——L2x+283; ?S.XSLZ
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Obtém-se, em seguida, as expressdes para o momento fletor isostatico em cada

vao (Figura 5-8), substituindo-se as expressdes (5-30) e (5-35) em (2-6):

( _2e1P _ _ ﬂ
y . _{ L1 X, 0<x< > (5-36)
iso(¥) = 2(e1 +e3) _ Ly
P[—x—(261+€2)]; —<x<1L;
Ly 2
[ 2(e, + e L
P[—¥f+e2]; OSJZS71 (5-37)
MlSO(‘f) = 263 2 L]_
It PEx— 63];7SJESL1

A Figura 5-8 ilustra o diagrama de momentos fletores isostaticos de protenséo.

_P'el _P'83

g%

P'ez

Figura 5-8 - Diagrama de momentos fletores isostaticos de protensdo M;,, (x).

Substituindo-se (5-36) e (5-37) em (5-24), obtém-se, apds simplificacdes:

P 6(61 * Ll + 6’3 " Lz)
Mpip(B) = §[ L1, — 5e; (5-38)

A equacdo (5-38) é uma expressdo geral para o calculo do momento fletor
hiperestatico no apoio central B de uma viga protendida de dois vaos com tracado
poligonal. Sabendo-se que este momento hiperestatico apresenta variacdo linear ao
longo da viga e que possui valores nulos nos apoios externos (nas se¢ées extremas s6
atua o0 momento isostatico), pode-se tracar o diagrama de momentos fletores

hiperestaticos My;,,(x) ao longo da viga (Figura 5-9).

A B C
se~——3—=2
My (B)

Figura 5-9 — Diagrama de momentos fletores hiperestaticos de protenséo My;,(x).
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Combinando os diagramas de momentos fletores isostaticos (Figura 5-8) e
hiperestaticos (Figura 5-9). A equacédo (5-39) expressa 0 somatoério de momentos

fletores totais no apoio interno da viga, conforme se define na equagéo (2-7).

P 6(61 : Ll + e3 : Lz) (5'39)
Mot (B) = g[ L+, 3e,

Na Figura 5-10, tem-se o diagrama de momentos fletores totais M;,:(x).

Mtot (B)

Figura 5-10 — Diagrama de momentos fletores totais de protensdo M (x).

Observa-se que a aplicacdo da equacao (5-38) para o caso particular estudado
por KONG (2004), que assume e; = 2e,, e; = 0 e L, = 2L, resulta na mesma expressao

obtida pelo autor:

Mp;p(B) = 1,25P - e (5-40)

A Figura 5-11 ilustra a viga sem variagdo de inércia protendida de dois vaos, com

tragado poligonal dos cabos seu diagrama de momentos fletores hiperestéticos.

I Ay |
+

—
=
—_—

2L

Figura 5-11 — Diagrama de momentos fletores hiperestaticos de protenséo. Adaptado de:
(KONG, 2004).
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5.3. Dois vaos protendidos com tracado parabdlico (método

simplificado)

Busca-se, neste capitulo, obter o diagrama de momentos fletores hiperestéaticos
e o0 de momentos fletores totais para uma viga de dois vaos protendida com tracado
parabdlico. Simplificadamente, consideram-se duas parabolas sem concordancia nos
apoios da estrutura (Figura 5-12).

Figura 5-12 — Viga protendida de dois vaos com tracado parabdlico.

Para isto, é preciso primeiramente se determinar o momento hiperestatico no

apoio central B. Por (4-27), tem-se:

UST(,  me(®
My (B) =|9—B|; Uo M, (%) - i dx (5-41)
Uma vez que o sistema estrutural €, novamente, 0 mesmo que os estudados nos
Capitulos 5.1 e 5.2, os valores de 65 e mz(x) ja sdo conhecidos. Vale, portanto, a
equacao (5-19), onde |05| é dado pela equacao (5-15):

1 Ly X Lz x
My, (B =—f Mg, (% -(——)df+ Mg, (% -(——1)df] ]
hip(B) |93|E1[ , iso (X) L . iso (X) L, (5-42)
Assumindo-se que os angulos de inclinacdo do cabo de protensédo ao longo da
viga possuem pequena magnitude, vale a equacdo (2-6) para determinagdo do
momento fletor isostatico M, (x).

Para simplificacéo dos calculos, a excentricidade do tracado do cabo denotada
y(x) sera dividida em duas componentes, como se ilustra na Figura 5-13. A primeira
parte, denotada y;(x), € a componente de variagdo linear da funcdo, enquanto a
segunda, expressa por y,(x), sdo arcos de parabola simétricos, com raizes nos pontos

de apoio da estrutura. Tem-se:
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y(x) =y (x) + yp(x) (5-43)

— - X (a)

s & 2
Y
¥

Ly/2 Ly/2 La/2 Ly/2 . o
N~ — /N~ |
s~——T——am——T—3 "

1 2

Y
¥

Figura 5-13 — (a) Comomente de variacao linear do tracado do cabo de protenséo y;(x); (b)

Componente parabdlica do tragado do cabo y, (x).

A parcela linear da funcéo é descrita pela equacado geral da reta para cada vao
em seu referencial local:

y(%) = ax + b (5-44)

Aplicando-se as condi¢des de contorno (0,0) e (L,, —e) para trecho AB, obtém-
se o0s coeficientes:

I (5-45)

b=0 (5-46)

_£ (5-47)
a= L
bh=—e (5-48)

Desta forma, parcela linear da excentricidade do tragado do cabo nos vaos AB e
BC, respectivamente, € expressa por:
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e
& <z
(%) I X, 0<sx<I, (5-49)

e
N N o<
yl(x) LZ (LZ .X), 0<x< LZ (5_50)
Resta, portanto, se determinar a parcela parabdlica. Para o vao AB, esta parcela
€ definida pelos pontos (0,0), (—L,/2,—f;) e (L;/2,—f;), para um sistema de
coordenadas (u,v) com origem em seu vértice (Figura 5-14). Substituindo-se estas

coordenadas na equacao geral da parabola:

viw=a-u?+b-u+c (5-51)
obtém-se:
_4h (5-52)
=
b=c=0 (5-53)

Assim, a equacéao da parabola se torna:

Ly
—fi
u
—L,/2 L/2
Yv

Figura 5-14 — Parcela parabdlica do tracado do cabo no védo AB segundo referencial (u, v).

Transladando-se a equacao para o sistema de coordenadas local do véo AB,
com origem em A, define-se u =x—L,/2, v = y(¥X) — f;. Assim obtém-se a seguinte

equacdo para a parabola:

_ Afy Ly )
yp(X')zfl—L—:zl(X—?) ;OSXSLl (5_55)
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Analogamente, para a parabola do trecho BC, tem-se a seguinte expressao com

referencial local em B:

) Afy [ Lp\? _
yp(x)=fz—g<x—7) ;0<x<1L, (5-56)

Desta forma, aplicando-se as equacgoes (5-49), (5-50), (5-55) e (5-56) em (5-43),

obtém-se as expressdes para o tragado do cabo nos trechos AB e BC respectivamente:

_ e _ 4f1 (_ L12 _
y(x):—L—1x+f1—L—i(x—?) ; 0<x <Ly (5-57)
N eL _ 4f2_L22'0<'<L
}’(x)——L—Z(z—x)"'fz—E x-—);0=sx<l, (5-58)

Por (2-6), tém-se, entdo, as expressdes para 0 momento isostatico de protensao

(Figura 5-15):

= € _ afy (_ Ly)* _
Miso(x):P[L_lx_ﬁ"'E(x_?) ]; 0<x<L (5-59)
—~ € _ af, (L 2 . _
Miso(x)—P[E(Lz_x)—fz +E< —7)],OSxSL2 (5-60)
P (—e/2) P (f—e/2)

= e B

P-e

£
=
£
“
_—
(=)
—

-P-f; P-f,

aé- @ @ (©

A B C
Figura 5-15 — (a) Diagrama de momentos fletores isostaticos de protensao M;,,(x); (b) Parcela

linear do diagrama M, (x); (c) Parcela parabdlica do diagrama M;, (x).
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Unindo-se (5-59) e (5-60) a (5-42), obtém-se o0 resultado para a integral,
deduzido por THOMAZ (2009):

L1'f1+L2'f2_e)

My, (B =P(
hlp( ) L1+L2

(5-61)

Tem-se, em (5-61), uma expressao geral para determinacdo do momento
hiperestatico no apoio central B de uma viga protendida de dois vaos com tracado
parabolico sem concordancia. Assumindo-se que este momento hiperestatico apresenta
variacao linear ao longo da viga e que possui valores nulos nos apoios externos (nas
secdes externas sé atua 0 momento isostatico), pode-se, entdo, tracar o diagrama de

momentos hiperestaticos My;,(x).ao longo da viga (Figura 5-16).

A B C
HA
Mp;,(B)

Figura 5-16 — Diagrama de momentos fletores hiperestéaticos de protenséo My, (x).

O diagrama de momentos totais da estrutura protendida pode, entdo, ser
facilmente obtido pela combinacdo dos diagramas isostatico (Figura 5-15) e

hiperestatico (Figura 5-16). Por (2-7), tem-se:

L1'f1+L2'f2)
Li+1L,

MwAB)=P( (5-62)

-i"';r{;r (B)

Figura 5-17 — Diagrama de momentos fletores totais de protensdo M,,;(x).
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5.4. Trés vaos protendidos com tracado parabdlico (método

simplificado)

Busca-se, neste capitulo, se obter o diagrama de momentos hiperestaticos e o
de momentos totais para uma viga simétrica de trés vaos protendida com tracado

parabolico. Novamente, como no item 5.3 deste capitulo, seréo consideradas pardbolas
sem concordancia nos apoios da estrutura.

P fl e fZ fl P
\-‘—i:__f__:.;_: e — = —|= = = TS~ — = = ‘/_-p X
VAN L./2 Ly/2 L,/2 L,/2 Li/2
iA B C D
y

Figura 5-18 — Viga protendida de trés com tragado parabdlico.

Primeiramente, é preciso se determinar o momento hiperestatico no apoio B,
expresso por (4-27):

n=3
_ 1 D L me(®) _
Mm-p(B)—leBliz1 UO Mo (%) - 1 dx (5-63)

Rompendo-se o vinculo correspondente a incégnita My, (B) pela introducédo de
uma rétula ficticia e aplicando-se um par de momentos unitarios, obtém-se o sistema

estrutural da Figura 5-19, correspondente ao diagrama de momentos fletores mg(x).

@ (a)

mg(x)
A B C D b)
mg(C)

Figura 5-19 — (a) Sistema estrutural apos introducéo da rotula ficticia e aplicagdo de um par de

momentos unitarios no apoio B; (b) Diagrama de momentos fletores mg(x).
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Observa-se que o sistema estrutural da Figura 5-19 pode ser dividido em duas

partes: o sistema isostatico AB e o sistema hiperestatico BCD. Pode-se escrever, assim:

1651 = 1654l + 65| (5-64)

onde 054 € 0 angulo de rotacdo no apoio B referente ao trecho AB, enquanto z. € 0
angulo de rotacdo no mesmo apoio, referente ao segmento BC. O sistema isostatico AB
€ 0 mesmo descrito no Capitulo 5.1 (Figura 5-3), portanto, o valor de |0z4| esta definido

pela equacdo (5-13):

1
1054l = E (5-65)
enquanto a expressao de mg () para o trecho AB é expressa pela equacéo (5-18).

Resta, assim, se determinar o angulo 65, € a expressao para o momento fletor

mpg(X) para a parte hiperestatica da estrutura (Figura 5-20).

Figura 5-20 - Sistema estrutural hiperestatico BCD.

Como a estrutura ndo possui deslocabilidade externa e possui apenas um grau
de deslocabilidade interna D; (rotacdo no apoio C), a aplicacdo do Método dos
Deslocamentos para analise de estruturas hiperestaticas resultara em uma Unica

equacao de equilibrio, de resolucao simples.

Restringindo-se, entdo, a rotagdo no apoio C pela introdu¢do de uma chapa
ficticia, tem-se uma estrutura cinematicamente determinada, denominada sistema

hipergeométrico (SH), ilustrado na Figura 5-21.

& & &

8 C D

Figura 5-21 — Sistema hipergeométrico para aplicacdo do Método dos Deslocamentos.
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O estado E, constitui-se, entdo, do sistema hipergeométrico sob acdo do

carregamento atuante, o momento unitario (Figura 5-22).

1‘\ -
&7 2 2

C D

Figura 5-22 - Estado E, para aplicacao do Método dos Deslocamentos.

O estado E;, € representado pelo SH sob acdo de um deslocamento unitario
D; = 1 na dire¢do da deslocabilidade restringida, isto €, uma rota¢éo unitaria no apoio
C (Figura 5-23).

D, =1
o

Figura 5-23 - Estado E; para aplicacdo do Método dos Deslocamentos

Como o somatério de momentos externos que atuam no apoio C é nulo, tem-se

a seguinte equacdao de equilibrio para este n6 (TIMOSHENKO e GERE, 1984):
B1o + B11D; =0 (5-66)

onde

Bio € a reacdo do apoio ficticio associado a deslocabilidade restringida D,

guando atua o carregamento real imposto sobre a estrutura (estado Ej);

B11 € o coeficiente de rigidez associado a deslocabilidade restringida D;, isto €,

a reacao do apoio ficticio quando atua sobre a estrutura o deslocamento unitario
(estado E;);;

D; € o deslocamento rotacional desconhecido no apoio restringido.

Como o coeficiente de transmissdo para uma viga engastada de inércia
constante é t = 0,5 (SUSSEKIND, 1987), o momento produzido no apoio C pela
imposi¢cdo do momento unitario em B no estado E, é:

Pro=1x5=3 (5-67)
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A rigidez f;, pode ser obtida pela soma das rigidezes no ponto C de duas barras
apoiadas e engastadas, BC e CD. A equacéao (5-13) fornece a rotacdo gerada no apoio
de uma barra biapoiada pela aplicacdo de um momento unitario neste no, cujo valor é
extamente o inverso da rigidez rotacional em C, definida como 0 momento gerado pela
aplicacao de uma rotacdo unitaria no né. Esta relacao é verificada pelo Teorema da

Reciprocidade. Assim, obtém-se as rigidezes de cada barra:

e o = L 381 (550

045 L

Somando-se as rigidezes para o apoio C dos dois trechos da viga:

3EI 3EI
Bi1 = ke +keP = + (5-69)

Ly L
Aplicando-se, entdo, as Equiacbes (5-67) e (5-69) em (5-66), obtém-se:

Li-L
D= ——ate 570
6EI(L, + L)

O momento fletor no apoio C é dado, entéo, pela superposicéo dos estados E, e
E;, isto é:
E=Ey+E;-D, (5-71)

Obtém-se, assim:
1
mp(C) = E"‘kfc Dy = k&P Dy

O que resulta em:

Ly

ms(C) = S L) (5-72)

Sabendo-se que mg(B) =—-1 e que mg(D) =0 (Figura 5-19), podem-se
escrever as expressdes para 0 momento fletor mg(x) para os trechos BC e €D da viga,

respectivamente, em seus referenciais locais:

mp(X) 2%2)4-1])?_1; 0<x<lL, (5-73)
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mp(C) _ _
L, Y 0sx=<1Iy (5-74)

IA

mp(x) = mp(C) —

Para se obter, entdo, o angulo de rotagédo da viga 6., sera aplicado o Método
da Carga Unitaria. Como a configuracdo de momentos fletores reais mg(x) é gerada
exatamente pela aplicacdo de uma carga unitaria, M;; coincide com mz(x), logo, vale a

equacao (5-8):

Ly .
Opc = fo de (5-75)

Substituindo-se (5-73) e (5-74) em (5-75):

(e (ms©+1] (M mp(C) 1% .
93C_E<f0 {Tx—l} dx+f0 [mB(C)— L, x] dx)

Apos integracéo e simplificacdes, tem-se:

1
105c| = 3E] [(L1 + L)mp(C)? + L, (1 — mp(0))] (5-76)

Substituindo-se (5-72) em (5-76), obtém-se a expressdo para o angulo de

rotacdo 6z em funcdo dos comprimentos dos vaos L, e Ly:

L,(4L; + 3L;)

Opc| = 2L 227
1Oscl 12EI(L, + Ly) (5-77)

Por (5-64) e (5-65), tem-se, finalmente:

0, _ L Ly(4L +3Ly) _
3EI ' 12EI(L, + L,) (5-78)
Assim, a Unica parcela que resta ser determinada da equacdo (5-63) é a
expressao para 0 momento isostético My, (x). Para isso, novamente, como no item 5.3,
a protensao sera dividia em duas partes: uma com variacao linear a outra parabdlica.
As parcelas lineares do tracado do cabo sdo descritas, para os vados AB e CD,
respectivamente, por (5-49) e (5-50). Para o vao BC tem-se apenas a excentricidade

constante e.

Desta forma, obtem-se as seguintes expressfes para a parcela linear da
excentricidade do tracado do cabo segundo o referencial de cada vao:
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e
y@) =-——5% 0<x%<L,
Ll

(5-79)

() =—e 0<x<L, (5-80)
LIS SN _

yi(x) = - L (Li—%); 0<x<Ly (5-81)

para os trechos AB, CB e CD da viga, respectivamente, em seus referenciais locais.

As parcelas parabdlicas de y(x) podem ser escritas a partir da equacgao (5-55):

4 L

(@) =fi - fl( —71) ;0<% <Ly (5-82)
4 Ly\?

Yp(X) =fo — i ( 72) ;50Sx< 1L, (5-83)
4 L\?

Yo(X) =f1 = fl( —71) ;0<x <L (5-84)

para os trechos AB, CB e CD da viga, respectivamente, em seus referenciais locais.

Por (5-43), tém-se, entdo, as expressodes finais para a excentricidade do tracado

do cabo:
_ e _ af1 Ly 2 _
y(x):—L—1x+f1—L—%(x—7) ;0<x< L, (5-85)
_ Af (o L2y’ _
y(x) =—e+f; 1z (x—7> ;0<x<1L, (5-86)
_ e 4f1 Ly 2 _
y(x) = _L_l(L1 x)+ fr— ( —7) ;0<x<1I, (5-87)

Assumindo-se que os angulos de inclinacdo do cabo de protenséo ao longo da
viga possuem pequena magnitude, vale a equacado (2-6). Ficam definidas, entédo, as
expressdes para 0 momento isostatico de protensdo para cada vao da viga (Figura
5-24).

Afy Ly 2] )
Mg, = ; 0<x<L R
() = [ —At 1( 2) X< Ly (5-88)
L 2
Miso(X) = P [ -+ fz( 72) ]; 0<x<lL, (5-89)
4 L\?
Miso(f):P[Lil(Ll_f)_fl +L—};1(f—?l> ]; 0<x<1L, (5-90)
1
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—P-(f2—e/2) —P-(fa—e/2) —P-(f2—e/2)

P-e P-e
A B C D
‘N M (b)
P-e P-e
—P-f

Figura 5-24 — (a) Diagrama de momentos fletores isostaticos de protensdo M, (x); (b) Parcela

linear do diagrama M, (x); (c) Parcela parabdlica do diagrama M;, (x).

Sendo o angulo |6;| dado pela equacgéo (5-78), 0 momento fletor mg(x) dado
pelas Equacdes (5-18), (5-73) e (5-74) e o momento M, (x) por (5-88), (5-89), e (5-90),
respetivamente para os trechos AB, BC e CD da estrutura, podem-se solucionar as

integrais da equacao (5-63):

My, (%) - my (%) dF = fOLlp [Lilf—fl +4L—];1(3E—%)2] (—Li_l) dx

AB 1

_ I Af, [ L\*|[(me(C) + 1) _ _

L1 4 L\? c
CDMiso(f)'mB(f)df:L P[Lil(l'l_f)_fl +L_§1(f—?l> ][mB(C)_miE )f] dx

Apos integracao e simplificacdes, obtém-se, finalmente:

Ly fi +3L2 h o (5-91)

Ll +EL2

Mhip(B) =P
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Tem-se, em (5-91), uma expressao geral para determinacdo do momento
hiperestatico gerado no apoio interno B em uma viga de trés vaos protendida com
tracado parabodlico sem concordancia nos apoios. Sabendo-se que este momento
hiperestatico apresenta variacao linear ao longo da viga e que possui valores nulos nos
apoios externos (nas sec¢fes externas s6 atua o0 momento isostatico), pode-se, entao,

tracar o diagrama de momentos hiperestaticos My;,(x).ao longo da viga (Figura 5-25).

A B C D
My (B) My, (B)

Figura 5-25 - Diagrama de momentos fletores hiperestéaticos de protenséo My, (x).

O diagrama de momentos totais da estrutura protendida é, entdo, obtido pela

combinacédo dos diagramas isostatico e hiperestatico (Figura 5-26).

Li-fi+Lly fi (5-92)
3

Li+5L,

Mtot(B) =P

Observa-se que esta € a mesma expresséo apresentada por THOMAZ (2009)
para determinacdo do momento hiperestatico nos apoios internos de uma viga

protendida de trés vaos com tragado parabdlico.

—

el

M;ae(B) Mo (B)

Figura 5-26 — Diagrama de momentos fletores totais de protenséo M;,;(x).

55



5.5. Protensao com tragado aproximado por curva spline

Desenvolve-se, aqui, um procedimento de célculo para a determinacdo do
diagrama de momentos fletores hiperestaticos para uma viga protendida com tracado
genérico (Figura 5-27). Busca-se, para isso, a expressdo para o momento fletor

isostatico M, (x).

Figura 5-27 — Viga sob protenséo de tragado genérico.

O tracado do cabo € aproximado por uma curva spline, técnica que consiste em
se dividir a curva a ser aproximada em sub-intervalos, onde sera realizada interpolagéo

por polinémios.
5.5.1. Aproximacao de um tracado por splines cubicas
Supde-se uma curva genérica, representada na Figura 5-28, dividida em n — 1

intervalos, definidos por n pontos de controle. Cada trecho tem seu tragado aproximado

por uma funcao polinomial.

y

A
y n
Ya /
Y3
Y2
Y1

Trecho 1 Trecho 2 Trecho 3 (-..)
P X
Xy X5 X3 X4 Xn

Figura 5-28 — Divisdo de uma curva genérica em trechos para aproximagao por spline.

A Figura 5-29 ilustra um trecho de curva aproximado por spline. Para cada

intervalo de interpolacéo definem-se os seguintes parametros:
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x; € x; sdo as abscissas dos nos inicial e final, respectivamente, do trecho no

sistema de coordenadas global da curva;

y; € y; sdo as ordenadas dos nos inicial e final, respectivamente, do trecho no

sistema de coordenadas global da curva;

t; e tj sdo as tangentes dos nos inicial e final, respectivamente, do trecho;
Ax; = x; — x; € variagdo de abscissas para o trecho i;

Ay; = y; — y; € variagdo de ordenadas para o trecho i;

y
A

Y S.(x)
Ay;

Vi

A.X'I'

> x

Xi .xj'
Figura 5-29 — Parametros de um trecho de curva aproximado por spline.

Adotando-se uma aproximacao polinomial de terceiro grau, define-se a

expressao para a spline no trecho i, em seu referencial local x = x — x;:

Sl(.’f) = aif3 + bifz + Cif + di (5'93)

onde a;, b;,c; € d; sdo os coeficientes da spline para o trecho i. Aplicando-se as

condicbes de contorno S;(x =0) =y; e S'(x = 0) = t; em (5-93), obtém-se:
¢ =Y (5-94)

Aplicando-se as condi¢cbes de contorno S;(x = Ax;) =y; e S'(x = Ax;) = t;,

obtém-se:
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aiAxi‘?’ + bl-AxiZ = Ayl - Axiti (5'96)
3aiAxi2 + 2bl-Axl- = t]' - ti (5'97)

Resolvendo-se o sistema de equacdes, obtém-se os coeficientes a; € b;:

. Ati n 2(Axiti - Ayl)
T = Ax? Ax} (5-98)
b, = Atl’ 3(Axl-tl- - Ayl)
= Ax; ArZ (5-99)

i

Para o referencial global da curva, a equacao (5-93) pode ser escrita como
(ALVES, 2017):

S;i(x) = a;x® + b,x* + g;x +d, (5-100)

onde x = x + x;. Os coeficientes para a funcdo no referencial global sdo definidos por:

E = bi - 3al-xi (5'101)
CTL =c¢ + 3aixi2 - Zbixi (5-102)
d, =d;—aix} + bix? — cx; (5-103)

Assim, conhecidas as coordenadas e as tangentes dos nés inicial e final (pontos
de controle) de cada trecho, a spline fica completamente definida. Observa-se que é

garantida a continuidade da primeira derivada (tangente t) entre trechos adjacentes.

Como descreve ALVES (2017), € possivel, ainda, se assegurar a continuidade
da segunda derivada entre os polinbmios que definem a spline. Dessa forma, é
necessario o conhecimento de apenas duas tangentes da curva, umavez que as demais

sao obtidas analiticamente.

Sendo os trechos da spline i,j e k adjacentes como ilustrado na Figura 5-30,

impdem-se as condices S;'(x = x;) = S;' (x = x;) em (5-100):

Si”(X) = 6al-x + Zb_l (5-104)

0 que resulta em:
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6aixi + Zb_l = 6anj + Zb_] (5'105)

Substituindo-se as expressdes (5-98) e (5-101) em (5-105), obtém-se, apds

simplificacdes:

2 4(Ax; + Ax;) Ay; Ay
—t~+—t~+—t =6 + == -
v hchx, 0 a Ax? Ax? (5-106)
onde Ax; = xx — xj € Ay; = Y — Yk
y
A
lx
Yk
ij Sj(x)
L
Yj
Si(x)
Ay; .
L
Vi
Ax; Ax;
> X
Xi Xj *u

Figura 5-30 — ParAmetros dos trechos adjacentes i, j e k da spline.

Desta forma, para uma curva dividida em n — 1 intervalos definidos por n pontos
de controle, conhecendo-se sua tangente em dois pontos, € possivel determinar as
demais tangentes a partir de um sistema de n — 2 equacfes definidas pela expressao
(5-106). Para o caso particular em que os pontos de controle sdo igualmente espacados,
sendo Ax; = Ax; = L, a equagao (5-106) se resume a:

3(Vk — i)

t; + 41:] + ty = I (5_107)

5.5.2. Expresséao geral para o hiperestatico de protensao

Pela equagédo (4-27), o hiperestéatico de protensdo no apoio B da estrutura da

Figura 5-27 é determinado por:

My, (B) = IR |z< f M;go (%) - mB(x) x> (5-108)

59



Assumindo-se que os angulos de inclinacdo do cabo de protensdo possuem
magnitude pequena, por meio da equacao (2-6), 0 momento isostatico em cada intervalo

de interpolag&o pode ser expresso por:

Miso(f) =—P-5;(%) (5-109)

onde S;(x) € a spline que aproxima o tracado do cabo no trecho i, em seu referencial

local.

Considerando-se que a forca de protensdo P tem valor constante ao longo da

viga, obtém-se:

P o [t m (%)
Maip(®) = = > [ i) T d (5-110)
1051 & Jg E-1
=1
Diferentemente do que se fez até o item 5.4, as integracdes nao serado realizadas
para cada vao, mas sim para cada trecho de spline, em seus referenciais locais. Dessa
forma, o somatoério da equacdo (5-110) é realizado para 0os n—1 intervalos de

interpolagéo da spline.

Assim, sendo g; e g; as ordenadas inicial e final de mg(x) para o intervalo de

integragdo i (Figura 5-31), a funcdo que descreve o momento fletor neste trecho pode

ser escrita como:

) (g- -9gi) _ (5-1112)
mm=m+ﬁgﬁx
l
y
A
gj
m(x)
i
m Axi o
|
Xi xj

Figura 5-31 — Trecho da fun¢éo mp(x) definido pelos seus valores inicial e final g; e g;.
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Aplicando as equacbes (5-93) e (5-111) em (5-110), obtém-se, apds
simplificacdes, a expressao para hiperestatico no apoio B:

n—1

P
Myip(B) = — AT ; Axi{g:[3(7y: + 3y;) + (3t; — 2t;)Ax;] (5-112)
+9;[3(3y: + 7y;) + (2t — 3t;)Ax; ]}

onde, para as vigas de dois vaos, |6z| é dado pela equacéo (5-15) e mg(x) é dado por
(5-12) e (5-18), enquanto que para as vigas de trés vaos, |0z| é dado pela equacdo
(5-78) e mg(x) € dado por (5-12), (5-73) e (5-74). Tem-se, portanto, em (5-112) uma
expressédo geral para a determinacdo de momentos fletores hiperestéaticos de protenséo

com tracado genérico para vigas de dois e trés vaos.

5.5.1. Hiperestético de protensdo em vigas de dois vaos
5.5.1.1. Excentricidade maxima no meio do vao

Define-se o sistema estrutural ilustrado na Figura 5-32, uma viga assimétrica
protendida de dois vaos, onde a excentricidade méaxima se localiza no ponto médio de
cada vao. Os comprimentos dos vaos da viga séo L, e L,, como ilustrado. Denotam-se

por e; e ey as excentricidades méaximas inferiores e superiores do cabo,

respectivamente.
L/2 L/2 L,/2 Ly /2
P ! P
\. e
———————————————————— —» X

Figura 5-32 — Viga protendida de dois vaos.

O tracado é aproximado por quatro segmentos de spline, denotadas
51(%),S,(%), S3(x) e §,(x), cada qual com o0s seus respectivos referenciais locais (Figura
5-33). Assumem-se polinbmios de segundo grau (parabolas) para S;(x) e S,(k) e

polinbmios de terceiro grau para as demais funcgdes.
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L /2 L/2 Lo/2 L,/2

X X2 X3 X4
> - — — - - — — + - — — — - — — — — -
yV1 vV2 Y3y Vay

VAN A B
A B C

Figura 5-33 — Referenciais locais para a viga.

A partir das condic¢des de contorno para S, (¥):

$,(0) =0

Ly
51(3)=e
Ly
()=
\2
obtém-se a funcgéo:

. 4de NS
S1(x) = L_Z(Ll — X)X
1

_ L
ondeOst?l.

Para a segunda funcao, aplicam-se as condi¢cdes:

5,(0) =¢;
5;(0)=0
Ly
s’ —) =0

2 ( 2
Ly
5:(3) =

obtendo-se a fungao:

(5-113)

(5-114)

(5-115)

(5-116)

(5-117)

(5-118)

(5-119)

(5-120)
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16(e; + e5) 5 12(e; +e) _, N

S, (%) = x4+ e
L L3 '

_ L
onde Ostf.

Analogamente, tém-se as condigbes de contorno para a terceira spline:

53(0) = ¢;
53(0) =0
L,
s’ —) =0
3 ( 2
L,
53 (7) =6

0 que resulta na funcao:

16(e; +e5) , 3 12(e; + e5)

YRR 412 ot

S3(x) =

_ L
onde OSxS?Z.

E, finalmente, para a quarta curva, aplicam-se as seguintes condi¢des:

$,(0)=0
L,
5i(3) =
L,
! _“ — 0
S ( 3 )

resultando na funcao:

N o
S4(x) = L_Z(Ll —X)x
2

onde 0

IA

=

IA
N |5

(5-121)

(5-122)

(5-123)

(5-124)

(5-125)

(5-126)

(5-127)

(5-128)

(5-129)

(5-130)

63



A partir de (5-12) e (5-18), determinam-se as expressOes que caracterizam o

momento fletor mg(x) no referencial local de cada trecho:

5-131
my (%) = _Lil ( )
 (F+Ly/2) (5-132)

m,(X) = L
(T +1y/2) (5-133)
m3 (%) = T,
m (%) = _Li_ (5-134)
2

Para o calculo do momento fletor hiperestatico, solucionam-se as integrais,

expressas na equacdo (5-110), para os trechos definidos na Figura 5-33:

le/Z 5L,e; (5-135)
Sl ) m1 d.x = —
0 48
le/ZS 4 Ly(13e; — 17¢g) (5-136)
2 Mz ax = —
0 80
sz/ZS 4 L,(13e; — 17e;) (5-137)
3 Mzdx =—
0 80
fLZ/ZS p 5L,e; (5-138)
4"My X = ————
0 48

O somatério das parcelas resultantes das integracdes realizadas em (5-135),
(5-136), (5-137) e (5-138) é dado por:

(5-139)

4L
_ _ - (64el - 5165)(141 + Lz)
;LSi(x)-mB(x)dx—— 340

Substituindo-se (5-15) e (5-139) em (5-110), obtém-se, apds simplificacdes:

P(64e; — 51ey) (5-140)
80

Mpip(B) =
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Tem-se, portanto, em (5-140), uma expressao para a determinagéo pratica do
momento fletor hiperestatico no apoio interno de uma viga de dois vaos, considerando-

se que a excentricidade maxima do cabo ocorre no ponto médio de cada vao.

Para o caso particular em que e; = e; = e, tipico de vigas retangulares, a

equacéao (5-140) resulta em:

13Pe (5-141)
80

Mhip(B) =

Observa-se, assim, que o0 momento fletor hiperestatico de protensdo em uma

viga de dois vaos independe dos vaos L, e L,.

Definindo-se, entdo, o pardmetro adimensional u = e;/es, tem-se, a partir de
(5-140), a relacao:

Mhip(B) _ 64[,[ —51 (5-142)
P-ec 80

Por (2-6), o momento fletor isostatico no apoio B da viga € expresso por:

Miso(B) =P - e (5-143)

Assim, a expressao (5-142) fornece a relagdo entre os momentos fletores

hiperestatico e isostatico no apoio B da viga:

Mpip(B)  64u — 51 (5-144)
Miso (B) 80

Com a equacao (5-144) pode-se estimar, para fins de pré-dimensionamento, o
momento fletor hiperestéatico no apoio central da estrutura onde e; ocorre no ponto médio
de cada vao. O grafico da Figura 5-34 ilustra a variacdo do momento fletor hiperestatico

a partir da variagao de pu.
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1,8
1,7

15

1,4

13

12

1,1

, 1

M hip (B ) 09
Mio(B) 08
07

0,5
0,4
03
02
0,1

111121314151,61,71819 2 212223242526272829 3

n=efes

Figura 5-34 - Momento fletor hiperestatico no apoio central de uma viga de dois vaos onde eg;

ocorre no ponto médio de cada vao.

5.5.1.2. Excentricidade maxima no ter¢o do vao

Define-se o sistema estrutural ilustrado na Figura 5-35, de uma viga assimétrica
protendida de dois véos, onde a excentricidade maxima localiza-se em L/3, préximo aos
apoios externos. Os comprimentos dos vdos da viga sao L, e L,, como ilustrado.
Denotam-se por e; e e; as excentricidades maximas inferiores e superiores do cabo,

respectivamente.

Figura 5-35 - Viga protendida de dois vaos.

Como no item 5.5.1.1, este tracado € aproximado por quatro segmentos de
spline, denotadas S;(x),S,(x),S;(x) e S,(x), cada qual com seus respectivos
referenciais locais (Figura 5-36). Assumem-se polinbmios de segundo grau (parabolas)

para S;(x) e S,(x) e polinbmios de terceiro grau para as demais fungdes.
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L,/3 2L, /3 2L, /3 L,/3
EEC ER ERS J L PE
| 241 Y2 V3V Va)

AN A' B'

A \B \C

Figura 5-36 — Referenciais locais para a viga.

A partir das condic¢des de contorno para S; (¥):

5,(0)=0

Ly
5i(3)=¢

(L1
51 (?) =

obtém-se a funcao:
3¢ o
51(x) = — (2L, — 3x0)x
L1

_ L
ondeOSxS;l.

Para a segunda funcéo, aplicam-se as condi¢des:

52(0) =€
Sé(O) =0
2L,
S, —) =0
2( 3
2L,
52 (?) =6

obtendo-se a fungéo:

S, (x) = X
413 412

27(e; +e5) B 27(e; + eS)f

2

€;

(5-145)

(5-146)

(5-147)

(5-148)

(5-149)

(5-150)

(5-151)

(5-152)

(5-153)
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_ 2L
onde 0<x < Tl

Analogamente, tém-se as condicdes de contorno para a terceira spline:

53(0) = ¢; (5-154)
$3(0)=0 (5-155)
2L 5-156
5 (%) =0 a0
3
2L, (5-157)
(%)=
3
0 que resulta na funcao:

27(e; + eg) 27(e; + eg) (5-158)

S3(X) = ——5—% —————=x* + ¢

3(0) 413 412 '

_ 2L
onde 0<x < TZ

Finalmente, para a quarta curva, aplicam-se as condicdes:

54(0) =0 (5-159)

Loy (5-160)
5i(3)=e

o (L2 _ (5-161)
Sa ( 3 ) =0

resultando na funcao:

3e; 5-162
S,(%) = L—Zl(2L1 —3%)% ( )
2

onde 0 < x < L?Z
A partir de (5-12) e (5-18), determinam-se as expressdes que caracterizam o

momento fletor mg(x) no referencial local de cada trecho:
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x (5-163)

my (X) = L
_ (x+Ly/3) (5-164)
ma(@) =~
) (% +L,/3) (5-165)
ma() = - 2
X 5-166
m@) = - - (5169

Para o calculo do momento fletor hiperestatico, solucionam-se as integrais,

expressas na equacéao (5-110), para os trechos definidos na Figura 5-36:

fL1/3 5Lqe; (5-167)
Sl *mq dx = —
0 108
j2L1/35 . 4L,(2¢; — 3ey) (5-168)
2 M adX = —————
0 45
f2L2/35 i 4L,(2e; — 3e) (5-169)
3'Mzax = ————
0 45
J‘Lz/35 4 5L,e; (5-170)
4"My dX = —
0 108

O somatério das parcelas resultantes das integractes realizadas em (5-167),
(5-168), (5-169) e (5-170) é dado por:

(5-171)

4L
121e; — 144 Li+L
2[ $.(%) - mp () d = _( e 54‘(3)5)( 1+ L3)
=10
Substituindo-se (5-15) e (5-171) em (5-110), obtém-se, apds simplificacdes:

P(121¢; — 144e;) (5-172)
180

Mhip(B) =

Tem-se, portanto, em (5-172), uma expressdo para a determinacao pratica do
momento fletor hiperestatico no apoio interno de uma viga de dois vaos, considerando-

se que a excentricidade maxima do cabo ocorre a L/3 dos apoios externos.
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Para o caso particular em que e; = e; = e, tipico de vigas retangulares, a

equacdo (5-172) resulta em:

23Pe (5-173)
180

Mhip(B) = -

De forma analoga ao item anterior, define-se o parametro u = e;/es € obtém-se,

a partir de (5-172), a relacao:

Mpip(B)  121p — 144 (5-174)
P-ec 180

O momento fletor isostético no apoio B é expresso por (5-143). Assim, a equacgéo
(5-174) fornece a razdo entre os momentos fletores hiperestatico e isostatico no apoio

B da viga:

Mpip(B)  121p — 144 (5-175)
M;s,(B) 180

Com a equacédo (5-175) pode-se estimar, para fins de pré-dimensionamento, o
momento fletor hiperestatico no apoio central da estrutura onde e; ocorre no terco de
cada vao. O grafico da Figura 5-37 ilustra a variagdo do momento fletor hiperestatico a

partir da variacao de pu.

13
1,2
1,1
1
0,9
0,8
0,7
My, (B) 06
o oy 05
MISO (B) 014
0,3
0,2
0,1
0
0,1 11,213141,51,6 1,7 1,819 2 2,122 23242/526272829 3
072 !

H=efe

Figura 5-37 - Momento hiperestatico no apoio central de uma viga de dois vdos onde e; ocorre

no terco de cada véao.
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5.5.2. Hiperestatico de protensdo em vigas de trés vaos

5.5.2.1. Excentricidade maxima no meio do vao

Define-se o sistema estrutural, ilustrado na Figura 5-38, de uma viga simétrica
de trés vaos sob protensdo onde a excentricidade maxima do cabo nos vaos externos
localiza-se no ponto médio de cada vao. Os comprimentos dos vaos externos da viga
sdo L, e do vao interno é L,, como ilustrado. Denotam-se por e; € e, as excentricidades

maximas inferiores e superiores do cabo, respectivamente.

L,/2 L/2 Ly /2 L,/2 Ly /2 Ly /2 P

. eg i .
A \ 1

A [ ge B ég \ c é%
\\ Sa(x) ¥ 5 S;\(x) { e S5(x) 56(_(), 5

‘ lA 5.(x)

¥

Figura 5-38 - Viga protendida de trés vaos.

Este tracado € aproximado por seis segmentos de spline, denotadas
51(%),S,(%), S3(x), S4(x), S5(%) e Sg(x), cada qual com os seus respectivos referenciais
locais (Figura 5-42). Assumem-se, em seguida, polinbmios de segundo grau (parabolas)

para S;(x) e S¢(x) e polinbmios de terceiro grau para as demais funcdes.

L./2 L./2 L,/2 L,/2 L/2 L/2
_’x_l — — ___’;{2_ — — _"x_s ____________ xi‘_ — — _x‘r'.‘_._ — — xj‘_
\ B2 \BE \E2 v.Y Y Ve Y
A B’ C
A "B °c D

Figura 5-39 — Referenciais locais para a viga.

A expressao que define a funcao S, (x), deduzida no item 5.5.1.1, em (5-116), é

dada por:

4e, N 5-176
5,00 = 2 (L, - D)7 oo
1

onde0<x< L?l
A funcéo S, (x) é definida por (5-126):
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16(e; + eg) 5 12(e; +e) _, N (5-177)

S, (%) = x4+ e
L1 L1 ‘

_ L
onde Ostf.

Aplicando-se a condi¢des de contorno para a terceira spline:

$3(0) = —eg (5-178)
S53(0)=0 (5-179)
L, (5-180)

5 (5)-o

3\2

L, (5-181)

5(3)=¢

obtém-se:
16(e; + e 12(e; + e 5-182
sy Mlete) o 12ite) (5-182)
413 412

_ L
onde OSxS?Z.

As demais curvas sao expressas por:

S4(x%) = S3(x) (5-183)
S5(x) = S(%) (5-184)
Se(x) = 51(x) (5-185)

A partir de (5-12), (5-73) e (5-74), determinam-se as expressdes que

caracterizam o momento fletor mg(x) no referencial local de cada trecho:

i (D) = Li (5-186)
1
B (% +L,/2) (5-187)
my(%) = — T
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(2L, + 3L,) _ (5-188)

7) = —1 4 -t L 72
m (¥) 2L, (L + L)
oo (2L, +3Ly) _ (5-189)
T U+ L) 2L+ L)
_ L, _ Ly (5-190)
=— 2 (r+=
ms(D) = oL+ L) (x 2 )

L, (5-191)

me(X) = 2L, (L + L)

Para o calculo do momento fletor hiperestatico, solucionam-se as integrais,

expressas na equacdo (5-110), para os trechos definidos na Figura 5-39:

f i/ 5Lye; (5-192)
Sy mydx = —
0 48
le/ZS L(13e; — 17ey) (5-193)
2 "My ax = —
0 80
j-Lz/ZS 4 L,[2L1(13e; — 17e5) + L,(19¢; — 31ey)] (5-194)
‘mzdx = —
o 160(Ly + Ly)
sz/ZS P LZ [2L1 (7ei - 365) + LZ (el. + 4‘65)] (5_195)
‘mydx = —
o 160(L, + Ly)
le/ZS p LiL,(13e; — 17e) (5-196)
. m x =
o T 160(L; + L)
le/ZS d SLiLye; (5-197)
m X=— "
o 5T 96(L, + Ly)

O somatério das parcelas resultantes das integragcfes realizadas em (5-192),
(5-193), (5-194), (5-195), (5-196) e (5-197) é dado por:

6 L
Z f S, mg d% = (5-198)
i=1"0

_ L5(4e;+9e;)  Li(64e; —51e;)  Ly(56e; — 69¢;)
T 480(Ly + Ly) 240 480
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Substituindo-se (5-78) e (5-198) em (5-110), obtém-se, apds simplificacdes:

L,(64e; — 51eg) + 60L,(e; — es) (5-199)
40(2L, + 3L,)

Mhip(B) =P

Tem-se, em (5-199), uma expressao para a determinacao pratica do momento
fletor hiperestatico no apoio interno de uma viga de trés vaos, considerando-se que a

excentricidade méaxima do cabo nos vaos externos ocorre no ponto médio de cada vao.

Para o caso particular em que e; = e; = e, tipico de vigas retangulares, a

equacdo (5-199) resulta em:

13PL,e (5-200)

Mriv(B) = 4061 + 3L,

Definindo-se os parametros adimensionais 4 = e; /es; e A = L, /L4, tem-se, a partir
de (5-199), a relacao:

Mpip(B) _ 60A(u—1) + 64y — 51 (5-201)
P-e, 40(31 + 2)

O momento fletor isostatico no apoio B é expresso por (5-36). Assim, a equagéo
(5-201) fornece a razao entre os momentos fletores hiperestatico e isostatico nesta

secgdo da viga:

Mpip(B)  60A(u— 1) + 64u — 51 (5-202)
Miso(B) 40(31 + 2)

Atribuindo-se valores usuais para A, obtém-se, em seguida, as respectivas

expressdes para Mp;,(B) /M;s,(B):

11 Mpip(B)  124p —111 (5-203)
Miso(B) ~ 200
My, (B 1 —12 5-204
A=12 - mip(B) _ 136 — 123 (5-204)
Miso(B) 224
My, (B — 5-205
A=14 - hlp( ) _ 148u — 135 ( )
Miso(B) 248
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Mpip(B)  160u — 147 (5-206)

A=1,6 =
~ My, (B) 272
118 Mpip(B)  172u — 159 (5-207)
- Miso(B) ~ 296
P Mpip(B)  184u— 171 (5-208)
Bl Miso(B) ~ 320

Desta forma, pode-se estimar para fins de pré-dimensionamento, 0 momento
hiperestéatico nos apoios internos da estrutura a partir do abaco da Figura 5-40. Observa-
se que, para valores de u proximos de 1, o momento fletor hiperestatico apresenta
variagdes de pequena magnitude, conforme se varia A. A influéncia do parametro 1 se

intensifica quando a razéo e; /e; aumenta.

A=1L,/L

1.35
13
1.25
12
1.15
1.1
1.05

Mo o

e
[eole XS

095

09

0.85

0.8

0.75

Mhip (B) 07
Miso(B) o5
0.6

0.55

05

0.45

04

035

03

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0

11112131415161.71819 2 212223242526272829 3

n=eifes

Figura 5-40 - Momento fletor hiperestatico no apoio interno de uma viga de trés vaos onde e;

ocorre ao meio dos vaos externos.
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Para o caso particular em que A = 0, a viga tem dois vaos e a expressao (5-202)
recai em (5-144). Desta forma, conclui-se que a equacao (5-202) é uma expressao geral
para determinacdo do momento fletor hiperestatico de uma viga protendida onde a
excentricidade do cabo ocorre ao meio dos vaos externos. A Figura 5-41 combina os

graficos das Figuras 5-34 e 5-40.

A=Ly/L, )

0

135
13
1.25
12
1.15
1.1
1.05

095

09

0.85

0.8

0.75

Mhip (B) 07
Miso(B)  ges
0.6

0.55

05

0.45

0.4

035

03

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

11112131415161.71819 2 212223242526272829 3
n=eifes

Figura 5-41 - Momento hiperestéatico no apoio interno de uma viga protendida onde e; ocorre

ao meio dos vaos externos.
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5.5.2.2. Excentricidade maxima no terco do véao

Define-se o sistema estrutural, ilustrado na Figura 5-42, de uma viga simétrica
protendida de trés vaos onde a excentricidade maxima do cabo nos vaos externos
méxima localiza-se no ter¢o de cada vao. Os comprimentos dos vaos externos da viga
sdo L, e do vao interno é L,, como ilustrado. Denotam-se por e; € e, as excentricidades

maximas inferiores e superiores do cabo, respectivamente.

L/3 2L./3 Ly/2 Ly/2 2L,/3 L,/3 p

\\\ = {) o ".\\ : (f \\ : /_/r
A B C
1A s 52(x) '@ 53(x) @ Ss(x) S,(x)

A

Figura 5-42 - Viga protendida de trés vaos.

7

Este tracado € aproximado por seis segmentos de spline, denotadas
51(X), S2(%), S3(x), S4(x), Ss(x) e S¢(x), cada qual com os seus respectivos referenciais
locais (Figura 5-43). Assumem-se, em seguida, polindmios de segundo grau (parabolas)

para S; (k) e S¢(x) e polindmios de terceiro grau para as demais funcgdes.

L, /3 2L./3 L,/2 L,/2 2L, /3 L, /3
T N . Tiq] = o o] Kog
o Yy, Yys pA ys Y Vel

I B c
A "B “c D

Figura 5-43— Referenciais locais para a viga.

A expressao que define a funcdo S, (x), deduzida no item 5.5.1.2, em (5-148) é

dada por:
. 3e N (5-209)
S (x) = L—Zl(ZLl — 3%)x
1
onde0<x < % A funcao S, (x) é definida por (5-153):
27(e;+es) _, 27(e;+es) , (5-210)

S,(x) = x X+ e;
413 412 '
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_ 2L
onde 0<x < Tl.eu

A terceira spline é expressa por (5-182):

Su(0) = — 16(Z£ es) 23 12(21-;; es) 2. (5-211)
onde 0 <x < %2
As demais curvas sao expressas por:
S4(%) = S3(%) (5-212)
S5 (%) = S,(%) (5-213)
Se(%) = $1(%) (5-214)

A partir de (5-12), (5-73) e (5-74), determinam-se, entdo, as expressdes que

caracterizam o momento fletor mg(x) no referencial local de cada trecho:

5-215
my () = = (o219
1
) (% +Ly/3) (5-216)
ma() =~

o (2L, +3L,) _ (5-217)

m3(x) =-1+4+ mx
I (2L, +3L,) _ (5-218)

ma (%) = 20+ Ly) 2Ly (L i+ Ly~

o L, L (5-219)

ms(X) = S L T L) (x + '3)
() = L, (5-220)

2L, (L + L)

Para o calculo do momento fletor hiperestatico, solucionam-se as integrais,

expressas na equacdo (5-110), para os trechos definidos na Figura 5-43:
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L1/2 5L,e; (5-221)
f Sl tmy dx = -
0

108
le/ZS d 4L,(2e; — 3ey) (5-222)
o MmMydx = —————
0 45
“Mmydx = —
o 160(Ly + Ly)
sz/ZS p L,[2L,(7e; — 3es) + Ly(e; + 4eg)] (5-224)
. m x = —
o 160(L; + Ly)
le/ZS d 2L1L2(2€l - 365) (5_225)
. m x =
0 o 45(L, + Ly)
J-LI/ZS d 5L1Lzel (5_226)
"Medx =—m—mm8m8—
o ST 16, + Ly

O somatério das parcelas resultantes das integractes realizadas em (5-221),
(5-222), (5-223), (5-224), (5-225) e (5-226) é dado por:

6 L
z j S, -mp di = (5-227)
i=1"0

_ L3(14e; +9e;)  Li(121e; — 144ey)

T 1080(Ly + Ly) 540
L,(149e; — 126e,)

B 1080

Substituindo-se (5-78) e (5-227) em (5-110), obtém-se, apds simplificacdes:

L, (121¢; — 144e,) + 135L,(e; — e5) (5-228)
90(2L; + 3L,)

Mhip(B) =P

Tem-se, portanto, em (5-228), uma expressao para a determinagéo pratica do
momento fletor hiperestatico no apoio interno de uma viga de trés vaos, considerando-
se que a excentricidade maxima do cabo nos vaos externos ocorre a L/3 de cada apoio

externos.

Para o caso particular em que e; = e; = e, tipico de vigas retangulares, a

equacédo (5-228), resulta em:
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23PL,e (5-229)

My;,(B) = ————
nip(B) 90(2L, + 3L,)

Definindo-se, entdo, os parametros adimensionais u = e¢;/e; € A =L,/L;, tem-

se, a partir de (5-228), a relacao:

Mpip(B)  135A(u— 1) + 121u — 144 (5-230)
P-e;, 90(31 + 2)

O momento fletor isostatico no apoio B é expresso por (5-36). Assim, a equagéo
(5-230) fornece a razdo entre os momentos fletores hiperestatico e isostatico nesta

secgdo da viga:

Mpip(B)  135A(u — 1) + 121y — 144 (5-231)
Miso(B) 90(31 + 2)

Atribuindo-se valores usuais para A, obtém-se, em seguida, as respectivas

expressoes para My, (B) /M;s,(B):

Mpip(B) 2561 — 279 (5-232)
A=1 - =

Miso(B) 450

My, (B 2 - 5-233

M5, (B) 504

Mp;,(B)  310u — 333 5-234
A=14 - nip (B) = s ( )

Miso(B) 558

My, (B 337u — 360 5-235
A=16 - nip (B) = a ( )

Miso(B) 612

Mpi,(B)  364u — 387 5-236
i=18 - np(B)_ 364 (6:2%9)

Miso(B) 666
12 Mpip(B) _ 391p — 414 (5-237)

Miso(B) B 720

Desta forma, pode-se estimar para fins de pré-dimensionamento, 0 momento

fletor hiperestatico nos apoios internos da estrutura a partir do abaco da Figura 5-44.
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Observa-se que o momento fletor hiperestatico apresenta variagbes de pequena

magnitude para diferentes valores de A, sendo as retas do grafico quase coincidentes.

A=La/Ly
11

1.05

NP e
[=s I RN N

H
PO

0.95
09
0.85
0.8
0.75
0.7
0.65

0.6

Mpp(B)  gss
Miso (B)

0.5

0.45

0.4

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0.05 1.11213141516171.819 2 2122232425262.72829 3

-0.1
r=efe

Figura 5-44 — Momento fletor hiperestatico no apoio interno de uma viga de trés vaos onde e;

ocorre no terco dos vaos externos.

Para o caso particular em que A = 0, a viga é de dois vaos e a expressao (5-231)
recai em (5-175). Conclui-se que a equacado (5-231) é uma expressdo geral para
determinacdo do momento fletor hiperestatico de uma viga protendida onde a
excentricidade do cabo ocorre a L;/3 dos apoios externos. A Figura 5-45 combina os

gréaficos das Figuras 5-37 e 5-44.
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0.8

0.75
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0.6

M hip (B) 0.55
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035

03
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tergo dos vaos externos.

Figura 5-45 - Momento hiperestatico no apoio interno de uma viga protendida onde e; ocorre no
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6. Exemplos numéricos

6.1. Dois vaos protendidos (secado simeétrica)

A Figura 6-1 ilustra uma viga protendida simétrica de dois vaos para
determinagdo dos momentos fletores de protensdo. As excentricidades méaximas inferior
e superior do cabo sdo iguais, configuracdo tipica de vigas de secao retangular.
Consideram-se a forca de protensdo P = 938kN e o produto EI constantes ao longo da

viga. S8o desprezadas as perdas de protenséo.

P = 938kN - | - | | - | - P = 938kN
| [

\‘__________2,12_ _________ ‘/ X
0,30 0,48

Figura 6-1 — Viga protendida de dois vé&os.

Primeiramente, supfe-se uma aproximacao parabdlica para o tracado do cabo,
e determina-se 0 momento fletor hiperestatico de protensao por diferentes métodos de
célculo. Em seguida, adota-se uma aproximag¢do com curvas spline definidas por

polinbmios de terceiro grau e comparam-se 0s resultados obtidos.

6.1.1. Ajuste parabdlico para o tracado
6.1.1.1. Método da Carga Equivalente Convencional
Como descrito no Capitulo 3, é preciso, inicialmente, identificar os pontos de

inflexdo e de méximos e minimos do tracado do cabo parabdlico. Assim, definem-se os

trechos para aplicacdo das cargas equivalentes ilustrados na Figura 6-2.
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Trecho 1 Trecho2 Trecho3 Trecho?2

P = 938kN | :
|

Figura 6-2 — Trechos das cargas equivalentes de LIN.

Identificam-se, em seguida, a flecha f e o comprimento L de cada arco de parabola.

Tem-se, para o primeiro trecho:

Ly
0 =75m - L, =150m

fi = 0,30m

Para o segundo, obtém-se:

L,
> =60m - L,=12,0m

£, = (0,30 +0,18)m - f, = 0,48m

Finalmente, para o terceiro trecho:

Ls = 3,0m

f; =0,12m

(6-1)

(6-2)

(6-3)

(6-4)

(6-5)

(6-6)

Sendo a forca de protensdo P = 938kN, obtém-se as cargas distribuidas

equivalentes de protensédo (PERLINGEIRO, 1998) por meio da expresséo (3-13):

_ 8 x 0,30 x 938 — 10kN
8x 0,48 x 938
q, = T = 25kN/m
8x 0,12 X938
qs = —3r = 100kN/m

(6-7)

(6-8)

(6-9)
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O angulo a de ancoragem é obtido pela equuacéo (3-10):

_h = 0,08 rad
(Z—L— - a =\, ra (6-10)

1

As projecdes da forca de protenséo na ancoragem séao obtidas pelas expressbes
(3-11) e (3-12):

P, = P = 938kN (6-11)
P, =P-a=75kN (6-12)

A estrutura do exemplo foi modelada no software de analise estrutural Ftool,

aplicando-se as cargas equivalentes obtidas (Figura 6-3).

75.0 kN
75.0 kN

l T l

938_0kN>4> Ca s A A LN A b A ns A oo

Figura 6-3 - Modelo estrutural - Ftool.

Observa-se que fica assegurado o equilibrio de forcas verticais:

ZF,,:ZX75+100><3—(10><15+25x12):0 (6-13)

O diagrama de momentos fletores fornecido pelo programa esta ilustrado a

seqguir:

226.1 2261

| I
£ AN

268+ 268 1

381.6

Figura 6-4 — Diagrama de momentos fletores totais de protenséo (kN - m).
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Tem-se, assim, 0 momento fletor total no apoio B:

M.,:(B) = 391,6kN -m (6-14)

O momento fletor isostatico em B é dado por:

M;so(B) = 938 X 0,30 = 281,4kN - m (6-15)

pode-se determinar, pela equacéo (2-7), o momento fletor hiperestatico:

My, (B) = 391,6 — 281,4 = 110,2kN - m (6-16)

6.1.1.2. Anélise pelo Método das Forcas

Como descrito no Capitulo 3, a reacao hiperestatica no apoio central B da viga

pode ser determinada pela equagéo (3-2):

. 810 (6-17)

B=""
611

onde §6;, € 0 deslocamento do ponto cujo apoio foi liberado, gerado pela acdo do
carregamento que atua na estrutura, definido como estado E, (Figura 6-5), §;; € 0
coeficiente de flexibilidade associado ao hiperestatico liberado Rg, isto €, o
deslocamento deste ponto resultante da acdo de uma carga unitaria (estado E;),

conforme ilustra a Figura 6-6.

P =938kN

‘/

C

P = 938kN

T~

Figura 6-5 - Estado E,.

86



Figura 6-6 - Estado E;.

Determinam-se os valores de §,, e §;; pelo Método da Carga Unitaria, descrito
no Capitulo 5. Sendo M;,,(x) o diagrama de momentos fletores correspondentes ao
estado E, e My o diagrama de momentos fletores gerado pela aplicacdo da carga
unitaria, no estado E;, tem-se, pelo MCU:

_ t My (x) - Miso(x) (6-18)
610 —L El dx

_ L Mu(.X) ' Mu(x) (6'19)
611 = fo de

Como as funcdes My(x) e M, (x) para este exemplo sdo simétricas, as

integracbes sdo realizadas apenas para o vao AB, sendo o resultado para o vdo BC
idéntico:

15
My (x) " Miso (x) (6-20)
019 = 2f dx
10 . £l
1501 (x) - M (6-21)
5,y = Zf u(x) - My(x) di
. EI

Para determinar M;,,(x), adota-se uma aproximagao parabolica para o tragado
do cabo nos trechos ilustrados na Figura 6-7.
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7.5m 6,0m 1,5m 15m 6,0m 7.5m
P — 938kN [ T P — 938kN

Sy’
*éf; R &

y

—1
(3

Figura 6-7 — Trechos do ajuste parabdlico do cabo de protenséo.

Tem-se, em (5-54), a equagao da parabola com vértice na origem de um sistema

de coordenadas (u, v), em funcéo de sua flecha f e de seu comprimento L:

af (6-22)

Definindo x, e y, como as coordenadas do vértice da parabola no sistema de
coordenadas global da estrutura, valem as relagbes v =y —y, € u = x — xy. Assim, a

equacédo (6-22) resulta em:

4 6-23
J/(x)=—L—jzr(x_xo)2+3’o (6-23)

Para o vao AB, a primeira parabola, denotada de y; (x) esta definidaem 0 < x <
7,5m. Aplicam-se as condi¢des x, = 7,5m, yo = 0,3m, L = 15m e f = —0,3m em (6-23),

obtendo-se a expressao:

2 (6-24)
- - — 2
y1(x) =0,3 375 (x —7,5)

Analogamente, a segunda paradbola estd definida em 7,5m < x < 13,5m.
Aplicam-se as condi¢cbes x, = 7,5m, y, =0,3m, L =12m e f =—0,48m em (6-23),

obtendo-se a expresséao:

PO S (6-25)
y,(x) =0,3 75(x 7,5)

Finalmente, para a terceira parabola, definida em 13,5m < x < 15m, aplicam-se
as condicdes x, = 15m, y, = —0,3m, L =3m e f =0,12m em (6-23), obtendo-se a

expressao:
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4 6-26
y3() = —03 + o (x — 1572 (620
75
Por (2-6), o momento isostatico € definido por:
Mo (x) = —P - y(x) (6-27)

O momento fletor gerado no estado E;, pela carga unitaria em B, denotado My (x)

€ expresso por:

o = 29

onde 0 < x < 15m.

Aplicam-se, entdo, (6-23), (6-24), (6-25), (6-26), (6-27) e (6-28) em (6-20),

obtendo-se:

2 (6-29)
810 = 57 X 4141,93
Em seguida, aplicando-se (6-28) em (6-21), obtém-se:
(6-30)

2
611 = — %X 281,25
1= 57

Finalmente, por (6-17), (6-29) e (6-30), determina-se a reacéo hiperestatica no

apoio central da viga:

Ry = 14,73kN (6-31)

Tém-se, portanto, as reacGes nos apoios externos:

_ Rg (6-32)

O momento fletor hiperestéatico no apoio central B é, entdo, determinado por:

Mp;»(B) = 7,37kN x 15m = 110,5kN - m (6-33)
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6.1.1.3. Andlise por linha de influéncia

O momento hiperestatico de protensdo no apoio B da estrutura do exemplo é
definido por meio da aplicagdo do conceito de linhas de influéncia de momentos de

protensdo, como descrito no Capitulo 5 deste trabalho.

A equacéo (4-27) define o momento hiperestatico no apoio central da estrutura,

expresso por:

6
_ 1 L . mg(x) )
My (B) = |9_B|; U;) Mg, (%) - 1 dx (6-34)

onde |6z| é dado pela equacgédo (5-15) e my(x) € dado por (5-12) e (5-18). Como as
fungbes M, (x) e mg(x) para este exemplo sdo simétricas, a integracdo é realizada
somente para 0 vao AB, sendo o resultado para o vdo BC idéntico. Admitindo-se o

produto EI constante ao longo da viga, a equacao (6-34) se torna:

15 (6-35)

Mhip(B) = Miso (x) - mp(x) dx

1651E1 ),

Para determinar M;,,(x) adota-se a mesma aproximacgdo parabdlica para o
tracado do cabo definida no item 6.1.1.2. Valem, portanto, as equagdes (6-24), (6-25) e

(6-26). Como momento de protensao isostéatico é definido por (6-27), obtém-se:

2P (1° (6-36)
Muip(B) = 317 | () maCe) dx
0

A partir da equacgao (5-12), determina-se a expressao para o0 momento isostatico

mg(x) no vao AB:

mp(x) = — 7= A

onde 0 < x < 15m.

Em seguida, com as expressoes (6-24), (6-25) e (6-26) e (6-37), soluciona-se a
integral de (6-36):
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15 (6-38)
f y(x) - mg(x) dx = 0,589
0

Como L, = L, = 15m, calcula-se a parcela |0z|EI a partir da expressao (5-15):

Li+L 6-39
1ty (6-39)

|93|E1 =

Substituindo-se os valores encontrados em (6-38) e (6-39) em (6-36), para P =

938kN, obtém-se o valor do momento fletor hiperestatico no apoio B:

938 (6-40)
Myip(B) = 2 X % 0,589 = 110,5kN - m

6.1.1.4. Anélise por linha de influéncia (método simplificado)

O momento fletor no apoio central B pode ser determinado pela expresséo
(5-61), dada por:

Li-fi+tLly fr _ e) (6-41)

My, (B =P(
hlp() L1+L2

onde e é a excentricidade do cabo no apoio B da viga, definida pelas parabolas que
descrevem o tracado do cabo em cada vao. Supde-se que ndo h& concordancia no
apoio central, como descrito no item 5.3. Para o sistema estrutural ilustrado na Figura
6-1, faz-se uma aproximacdo para a excentricidade e, a partir das tangentes de cada
parabola no ponto de inflexdo com a parabola central (Figura 6-8), estimando-se uma

excentricidade ficticia.

/ /

\inﬂexéo

R__ _____

inflexao

Figura 6-8 — Aproximacao parabdlica sem concordancia entre parabolas.
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Supbe-se um referencial local para a primeira parabola, com origem em seu
vértice. Aplicando-se as condi¢des de contorno y(0) = 0, y(—7,5) = 0,30 e y(6) = 0,48

na equacdo geral da parabola y(x) = ax? + bx + ¢, obtém-se os coeficientes:

a=889x10* (6-42)
b=267x103 (6-43)
c=0 (6-44)

O coeficiente angular da reta tangente a parabola é dado pela sua derivada:

y'(x) =2ax+b (6-45)
Desta forma, no ponto de inflexao, o coeficiente angular da reta tangente vale:
y'(6) = 1,33 x 1072 (6-46)
A excentricidade e, obtida a partir da primeira pardbola, é expressa por:
e, =y'(6) X 1,50 + 0,18 (6-47)
Aplicando-se (6-42) e (6-43) em (6-47), tem-se:

e; =1,33x 1072 x 1,50 + 0,18 = 0,38m (6-48)

Como o tracado do cabo de protensdo é simétrico, as tangentes de ambas as

parabolas também o séo, isto implica:

e, =e,=e=038m (6-49)

Tém-se, portanto, as flechas:

e -
fi=f£=030+ 7= 0,49m (6-50)
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P = 938kN . T . T P = 938kN

‘/;h X

Figura 6-9 — Ajuste do tracado do cabo sem concordancia no apoio central.

Assim, sendo L; = L, = 15m e P = 938kN, por (6-41), determina-se 0 momento

hiperestéatico no apoio central B.

15 x 0,49 + 15 x 0,49
15+ 15

(6-51)

Mpin(B) = 938( - 0,38) = 103,2kN - m

6.1.2. Ajuste em spline para o tracado
6.1.2.1. Andlise pelo Método de ALVES

O ajuste para o cabo da viga deste exemplo € realizado a partir das expressoes
deduzidas no item 5.5.1 para curvas spline. Para isso, se considera-se que o cabo
apresenta tangente nula no apoio B; na secdo A', distante 7,5m do apoio A; e na se¢ao
B’', distante 7,5m do apoio B. Nestes pontos, a excentricidade do cabo é maxima e vale
e = 0,30m (Figura 6-10).

P =938kN ] P = 938kN

~al . _ ______ 030N _ _ _ _ _ _ _ _ s

Figura 6-10 — Trechos para ajuste do tragado do cabo em splines.

As splines sdo definidas por quatro trechos de polinébmios, como ilustrado na
Figura 6-10. Sendo a tangente nos apoios A e C é definida pela equacéo (6-10), tém-se

todos os dados de entrada para ajuste das curvas splines. Supondo-se polinbmios de
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terceiro grau para descrever o tracado do cabo, a spline ajustada em um trecho i é
definida pela equacéao (5-93):
S;(X) = a;x3 + b;x* + ¢;x + d; (6-52)

onde os coeficientes da spline a;, b;, ¢; € d; sdo determinados a partir das expressdes
(5-98), (5-99), (5-94) e (5-95), respectivamente.

A partir destas equacdes, programou-se a planilha ilustrada no Quadro 6-1, onde

os dados de entrada sdo grifados em negrito.

Quadro 6-1 — Ajuste do tracado do cabo por splines cubicas.

Segdo X (m) y (m) t

A 0,0 0,00 0,080

A' 7,5 0,30 0,000

B 15,0 -0,30 0,000

B' 22,5 0,30 0,000

C 30,0 0,00 -0,080

Trecho | xi(m) xf (m) Ax (m) yi (m) yf (m) ti tf ai bi ci di

AB 0,0 7,5 7,5 0,00 0,30 0,080 | 0,000 [ 3,046-06 | -538E-03 0,08 0,00
7,5 15,0 7,5 0,30 -0,30 0,000 | 0,000 | 2,84E-03 | -3,20E-02 0,00 0,30

BC 15,0 22,5 7,5 -0,30 0,30 0,000 | 0,000 | -2,84E-03 | 3,20E-02 0,00 -0,30
22,5 30,0 7,5 0,30 0,00 0,000 -0,080 -3,04E-06 -5,31E-03 0,00 0,30

Substituindo-se os coeficientes a;, b;, ¢; € d; obtidos no Quadro 6-1, determinam-
se as excentricidades do cabo para cada trecho de aplicacdo da carga equivalente.
Adotam-se trechos de comprimento de L = 1,50m, dividindo-se cada vao da estrutura

em dez segmentos.

As tangentes dos angulos de inclinacdo do cabo a sdo determinadas a partir da

derivada da equacéo (6-52):

tg(ai) = S,L(f) = 3(11'3?2 + Zblf + Ci (6'53)

As cargas equivalentes de protensdo (Quadro 6-2), calculadas a partir das
equacdes (3-15), (3-18) e (3-19) combinadas as equacgoes (2-2), (2-3) e (2-4), para cada
sec¢ao de célculo, estao definidas no Quadro 6-2.
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Quadro 6-2 — Cargas equivalentes de protensao.

Secdo Xg('n‘:;’a' P (kN) (‘;;a:; e(m) | Trecho | L (m) “t';) ((kl':) (k';ﬁn) N2 (kN) (3\2” (kz'f“) q1 (kN/m) | 92 (kN/m) | p (kN/m)

1(A) 0,0 938 | -458 | 0,000
1 J150[9s ] -75] o [ o | 60 -100 [ 1023 [ 977 [ o072 |

[ 2 T 15 938 | -367 | -0,108
2 [ 150936 ] -60 ] -100 [ 937 [ -a5s [ -180 [ 924 [ 1077 [ o056 |

[ 3 T 30 938 | -275 [ -019
3 [ 150937 ] -as ] -180 [ 938 [ -30 [ -236 [ 964 | 1036 | 040 |

[ 4 T a5 938 | -1,83 [ -0252
a4 [150 ]98] 30] 236 [ 938 ] -15 [ 270 | 973 [ 1025 [ o024 |

[ 5 T s0 938 | -091 [ -0288
5 [ 150 [ 938 [ -15] 270 [ 938 [ o0 281 | 958 [ 1006 | 008 |

[6ay T 75 938 0,00 [ -0,300
6 | 150 [ 938 ] o [ 281 [ 935 [ 72 [ -222 [ 6207 | 3370 [ -1,88 |

[ 7 1 90 938 439 [ -0238
7 [ 15093 [ 72 [ 222 [ 932 [ 107 [ -83 [ 3727 | 1009 [ -227 |

[ 8 T 105 938 6,57 | -0,089
8 [ 150 [ 932107 ] -83 [ 932 [ 107 8 [ 11,96 [ -11,96 | 0,00 |

[ 9 T 120 938 6,57 | 0,089
9 [150[ 932107 ] 8 [ 935 72 22 [ -1000 [ -3727 | 2,27 |

[ 10 T 135 938 439 | 0238
10 [ 150 935 72 222 [ 938 ] 0 281 | -3370 | -6207 | 188 |

[118) ] 150 938 0,00 [ 0,300
117 [ 150 [ 938 | o [ 281 [ 935 | -72 [ 222 | -6207 | -3370 | -1,88 |

[ 12 T 165 938 | -439 [ 0238
12 [ 150 [ 935 | -72 | 222 [ 932 [ -107] 8 [ -3727 | -1009 | -227 |

[ 13 T 180 938 | -657 | 0,089
13 [ 150 [ 932 [-107] 8 [ 932 [ -107] -838 | -11,96 | 11,96 | o000 |

[ 12 T 195 938 | -657 | -0,089
14 [ 150 [ 932 [-107] 83 [ 935 | -72 [ -222 | 1009 | 3727 | 227 |

[ 15 T 210 938 | -439 [ -0238
15 [ 150 [ 935 | 72 222 ] 938 ] o 281 | 3370 | 6207 | 184 |

[[16(8) [ 225 938 0,00 [ -0,300
16 [ 150 [ 938 ] o [ -281 [ 938 | 15 [ -270 | 1006 | 98 | -008 |

[ 17 T 240 938 091 [ -0,288
17 [ 150 [ 938 ] 15 [ 270 | 938 | 30 [ -236 | 1025 | 973 | -024 |

[ 18 T 255 938 1,83 | -0252
18 [ 150 [ 938 ] 30 | -236 | 937 | 45 [ -130 | 1036 | 964 | -040 |

[ 19 T 270 938 2,75 | -0192
29 [ 150 [ 937 | 45 | -180 [ 936 | 60 | -101 [ 1077 | 924 | -056 |

[ 20 T 285 938 3,67 | -0,108
20 [ 150 [ 936 ] 60 [ -101 | 935 | 75 o | 97 [ 1023 [ -072 |

[21(0 ] 300 938 4,58 | 0,000
Aplicam-se, em seguida, as cargas equivalentes obtidas em seus respectivos

trechos, obtendo-se o sistema estrutural da Figura 6-11.

TS50 kN

!

€21 kNim 82,1 kN‘m

373KNM 337 kN/mT kiim 373 KWm

120 kN'm 10,1 kN/m

—T

b

@.1 Kfm 12,0 k'
O

T5.0 kN

935.0 kN ) s ‘F\ N N
KN/mm knim).4 kb3 kNfmnd. 1 khim T ,{E1 KRUm 12,0 kN/m

337 EN'm 373 k'm
€2.1 kN/m

AN

Figura 6-11 - Modelo estrutural - Ftool.

!

— J 935.0 kK
12.0 kiim 10,1 khm_ T 9 KN/m'm7 kN/m/m 8 kNmm2 kN/mim2 khemr—

7.3 kN/m 33.7 EN/m
€2.1 kN'm

Os momentos fletores de protenséo resultantes estéo ilustrados na Figura 6-12.
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251.0 258.6 258.7 252.0

222 25
171 4.8 19 1.1
96 5
7 50
11gh 0.5
263" 36

327.4

Figura 6-12— Diagrama de momentos fletores totais de protenséo (kN - m).

Tem-se, assim, 0 momento total no apoio B:

M,,:(B) = 327,4kNm (6-54)

Sendo o momento fletor isostatico em B dado por (6-15), pode-se determinar,

com a expresséo (2-7), o momento fletor:

Mpip(B) = 327,4 — 281,4 = 46,0kN - m (6-55)

6.1.2.2. Andlise por linha de influéncia

Como descrito no Capitulo 5, 0 momento hiperestatico no apoio B da viga pode
ser definido pela equagéo (5-112):

4
P
Mhip(B) = _m; Axl{gl[3(7yl + 3}/]) + (31',: — th)AXi] (6-56)

onde |0;| é dado pela equacgéo (5-15) e os valores de m(x) nas extremidades de cada
trecho (g; e g;) sao obtidos a partir das expressoes (5-12) e (5-18), substituindo-se os
respectivos valores de x; e x;. O somatdrio da equagao (6-56) é realizado para os n —

1 = 4 trechos de spline, ilustrados na Figura 6-10.

Tém-se, assim, definidos todos os pardmetros para a solugdo do somatorio da
expressao (6-56). A partir destas equacdes, programou-se a planilha ilustrada no

Quadro 6-3, onde os dados de entrada sao grifados negrito.
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Quadro 6-3 — Momento fletor hiperestéatico de protensdo no apoio B.

Segdo X (m) y (m) t L1 (m) 15
A 0,0 000 | 0,080 L2 (m) 15
A' 7,5 0,30 | 0,000 P(kN) | 938
B 15,0 -0,30 | 0,000 |8]El 10
B' 22,5 030 | 0000
C 30,0 0,00 | -0,080
Trecho | xi(m) xf (m) Ax (m) yi (m) yf (m) ti tf gi gj >
AB 0,0 7,5 7,5 0,00 0,30 0,080 | 0,000 | 0,00 -0,50 -28,13
7,5 15,0 7,5 0,30 -030 | 0000 [ 0000 | -050 -1,00 13,50
BC 15,0 22,5 7,5 -0,30 0,30 0,000 | 0000 | -1,00 -0,50 13,50
22,5 30,0 7,5 0,30 0,00 0,000 | -0,080 | -0,50 0,00 -28,13
-29,27
[Mb (kN.m)| 45,76
O momento fletor hiperestéatico de protensdo no apoio B é dado por:
Mpp(B) = 45,8kN - m (6-57)

Substituindo-se u =e;/e; =1 na equacao (5-144), obtém-se o valor relativo
entre Mp;,(B) € M5, (B):

Mpip(B)  64u — 51

Miso(B) B

80

= 0,1625

(6-58)

O gréfico da Figura 5-34, ilustrado no item 5.5.1.1, fornece este mesmo

resultado, como se verifica a seguir.

Mhip (B)
Miso (B)

Figura 6-13 — Momento fletor hiperestatico no apoio B
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Sendo, entéo, M;,,(B) = 281,4kN - m, como definido em (6-15), tem-se:

Mpip(B) = 281,4 X 0,1625 = 45,7kNm (6-59)

6.1.3. Comparacao de resultados

O Quadro 6-4, compara os resultados obtidos para o momento fletor
hiperestatico no apoio B da estrutura do exemplo, para o ajuste parabdlico e em splines
cubicas. Observa-se que os resultados se mostram praticamente coincidentes para 0s
diversos procedimentos utilizados em cada ajuste de tracado, validando-se, assim, as

expressoes e abacos desenvolvidos neste trabalho.

Verifica-se, ainda a alta sensibilidade do momento fletor hiperestatico a
variacées no tracado do cabo, uma vez que os resultados obtidos para cada ajuste
apresentam diferenca significativa. Na Figura 6-14, sobrepdem-se 0s ajustes por

trechos de parabolas e splines cubicas, com mesma escala vertical e horizontal.

Quadro 6-4 — Comparacéo de resultados obtidos para o0 momento hiperestético no apoio B.

Ajuste do
) Método de Calculo Mb (kN.m)
tracado
Carga Equivalente Convencional 110,2
Método das Forgas 110,5
Parabolico Linha de Influéncia 110,5
Linha de Influéncia (método
- 103,2
simplificado)
Método de ALVES 46,0
Spline Cubica Linha de Influéncia 45,8
Abaco 45,7

- - - Ajuste parabdlico

Ajuste por spline cubica

Figura 6-14 — Sobreposicéo dos ajustes para o tragcado (mesma escala horizontal e vertical).
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04
03
0,2

01

2,5 5 7,5
0,1 T ¥

0,32

0,3

0,4

- - -Ajuste parabélico = —— Ajuste por spline ctbica

Figura 6-15 — Sobreposi¢do dos ajustes para o tragado (escala vertical majorada).

6.2. Trés vaos protendidos (se¢édo simétrica)

A Figura 6-16 ilustra uma viga protendida simétrica de trés vaos para a qual se
buscam determinar os momentos de protensdo. As exentricidades maximas inferior e
superior do cabo sdo iguais, configuracdo tipica de vigas de secdo retangular.
Consideram-se a forca de protensdo P = 938kN e o produto EI constantes ao longo da

viga. Sdo desprezadas perdas de protensao.

‘ 7.5m 6,0m 3,0m 7,5m 3,0m 6,0m 7.5m ‘
P = 938kN 1 1 1 | T 1 P = 938kN

Figura 6-16 — Exemplo numérico de viga com trés vaos protendida.

Como se realizou no item 6.1, primeiramente, supfe-se uma aproximacao
parabdlica para o tragcado do cabo, e determina-se o momento hiperestatico de
protensdo por diferentes procedimentos de calculo. Em seguida, adota-se uma
aproximacao com curvas spline definidas por polindmios de terceiro grau, e comparam-

se 0s resultados obtidos.
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6.2.1. Ajuste parabdlico para o tracado
6.2.1.1. Método da Carga Equivalente Convencional

Primeiramente, identificam-se os pontos de inflexdo e de maximos e minimos do
tracado do cabo parabdlico. Assim, definem-se os trechos para aplicacdo das cargas

equivalentes a serem determinadas (Figura 6-17).

Trecho 1 Trecho 2 Trecho 3 Trecho 2 Trecho 3 Trecho 2 Trecho 1
P = 038kN - . - - - -

~a

P = 938kN

Figura 6-17 — Trechos para aplicacdo das cargas equivalentes.

Observa-se a forca de protensdo P, os comprimentos dos vaos e as flechas dos

trechos 1, 2 e 3 sdo 0s mesmos vistos no exemplo 6.1.1. Portanto, tem-se novamente:

q1 = 10kN/m (6-60)
q, = 25kN /m (6-61)
g3 = 100kN /m (6-62)

O angulo a de ancoragem € o mesmo obtido em 6.1.1., assim como as proje¢des de P:

P, = P = 938kN (6-63)
P, =P-a="75kN (6-64)

Aplicando-se as cargas equivalentes obtidas em seus respectivos trechos, tem-

se 0 seguinte sistema estrutural modelado no software Ftool:

= =
A =3
o (=]
,“.’_i 100.00%KBAKN/M 100.00%B0kN/m i i
_> 4_
9350 kN n S Y L L G Y S Y Y NI NI Y Y L N S Y N Y N N 9350 kN
10.00 ki/m 25.00 kN/m 25.00 kN/m 25.00 KN/M 25.00 kN/m 10.00 kh/m

Figura 6-18 - Modelo estrutural - Ftool.
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2423 2033 2423

23609 6.7 24 2389

3592 3592

Figura 6-19 — Diagrama de momentos fletores totais (kN - m).

Tem-se, assim, 0 momento total no apoio B:

M(B) = 359,2 (6-65)

Sendo o momento fletor isostatico em B dado por (6-15), pode-se determinar,

por (2-7), o momento hiperestético obtido pelo programa:

Mp;,(B) = 359,2 — 281,4 = 77,8kN - m (6-66)

6.2.1.2. Anélise por linha de influéncia (método simplificado)

Por (5-91), o momento fletor no apoio central B pode ser aproximado por:

Ly fi +3L2 h o (6-67)

Ll +§L2

Mhip(B) =P

onde e é a excentricidade do cabo no apoio B da viga, obtida pela suposi¢ao de que as
pardbolas que descrevem o tragcado do cabo ndo possuem concordancia nos apoios
internos da estrutura. Uma vez que este nao é o caso do sistema estrutural ilustrado na
Figura 6-16, novamente sera obtida uma aproximacao para uma excentricidade ficticia

e a partir das tangentes das parabolas de cada vao no apoio B.

Observa-se que tracado do cabo no vdo AB é o mesmo estudado no exemplo

anterior, no item 6.1.1.4, assim, o valor de e; € determinado pela equacéo (6-48):

e, = 0,38m (6-68)

Supde-se um referencial local para a segunda parabola (vdo central), com

origem em seu vértice. Aplicando-se as condi¢des de contorno y(—6) = 0,48, y(0) =0
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e y(6) =048 na equacdo geral da pardbola y(x) = ax? + bx + c. Obtém-se os

coeficientes:

a=133x10"2 (6-69)
b=-167x10"183 =90 (6-70)
c=0 (6-71)

O coeficiente angular da reta tangente a parabola é dado pela sua derivada:

y'(x) = 2ax (6-72)
Desta forma, no ponto de inflexao, o coeficiente angular da reta tangente vale:
y'(=6) = —1,60 x 1071 (6-73)
A excentricidade e é expressa por:
e; =y'(6) x 1,50 + 0,18 (6-74)
Aplicando-se (6-42) e (6-43) em (6-47), tem-se:
e; = 1,60 x 1071 x 1,50 + 0,18 = 0,42m (6-75)
Isto implica (Figura 6-8):

e +ep (6-76)

Tém-se, assim, as flechas:

e -
fi =030 +5 = 0,50m 6-77)

f, =0,30+ e =0,70m (6-78)
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P =938kN . 1 . 1 P =938kN

Figura 6-20 - Aproximacéo do tracado do cabo sem concordancia nos apoios centrais.

Assim, sendo L; = L, = 15m e P = 938kN, por (5-61), determina-se o0 momento

hiperestatico no apoio central B.

Mpy;»(B) = 75,0kNm (6-79)

6.2.2. Ajuste em spline para o tragado
6.2.2.1. Anélise pelo Método de ALVES

O ajuste para o cabo da viga deste exemplo serd realizado a partir das
expressodes deduzidas no Capitulo 5.5.1 para curvas spline. Para isso, se assume-se
gue o cabo apresenta tangente nula nos apoios da estrutura, e nas secdes A’,B' e C'.
Nestes pontos, a excentricidade do cabo é maxima e vale e = 0,30m (Figura 6-10).

7.5m 7.5m 7,5m 7.5m 7,.5m 7,5m
P =938BkN | | 1 1 1 P =938kN

AED ).: e, .
A B’ C’
X 52(x) % Sa(x) Sa(x) (%‘ 55(x) RS

lA 5.(x)
y

Figura 6-21 — Trechos para ajuste do tracado do cabo em splines.

A spline sera, entdo, definida por quatro trechos de polindmios, como ilustrado
na Figura 6-21. Sendo a tangente nos apoios A e D é definida pela equacao (6-10), tém-
se todos os dados de entrada para ajuste das curvas splines. Como no item 6.1.2.1,
supdem-se polinbmios de terceiro grau para descrever o tracado do cabo, a spline
ajustada em um trecho i é, entéo, definida pela equacao (5-93). Onde os coeficientes
da spline a;, b;,c; e d; sdo determinados a partir de (5-98), (5-99), (5-94) e (5-95),

respectivamente.
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A partir destas equacdes, programou-se, entdo, a planilha do Quadro 6-5, onde

os dados de entrada sado grifados em negrito.

Quadro 6-5 — Ajuste do tragado do cabo por splines cubicas.

Segdo X (m) y (m) rad t
A 0,0 0,00 0,080 | 0,080
A' 7,5 0,30 0,000 0,000
B 15,0 -0,30 | 0,000 | 0,000
B' 22,5 0,30 0,000 0,000
C 30,0 -0,30 | 0,000 | 0,000
C' 37,5 0,30 0,000 0,000
D 45,0 0,00 -0,080 | -0,080
Trecho Xi (m) xf (m) Ax (m) yi (m) yf (m) ti tf ai bi ci di
AB 0,0 7,5 7,5 0,00 0,30 0,080 0,000 3,04E-06 -5,38E-03 0,08 0,00
7,5 15,0 7,5 0,30 -0,30 0,000 0,000 2,84E-03 -3,20E-02 0,00 0,30
BC 15,0 22,5 7,5 -0,30 0,30 0,000 0,000 -2,84E-03 3,20E-02 0,00 -0,30
22,5 30,0 7,5 0,30 -0,30 0,000 0,000 2,84E-03 -3,20E-02 0,00 0,30
D 30,0 37,5 7,5 -0,30 0,30 0,000 0,000 -2,84E-03 3,20E-02 0,00 -0,30
37,5 45,0 7,5 0,30 0,00 0,000 -0,080 | -3,04E-06 -5,31E-03 0,00 0,30

Aplicando-se, entdo, em (5-93), os coeficientes a;, b;, ¢; € d; relacionados no
Quadro 6-5, determinam-se as excentricidades do cabo para cada trecho de aplicacao
da carga equivalente. Adotam-se trechos de comprimento de L = 1,50m, dividindo-se
cada vao da estrutura em dez segmentos. As tangentes dos angulos de inclinacdo do

cabo a sdo determinadas a partir da equacao (6-53).

Determinam-se, entdo, as cargas equivalentes de protensdo (Quadro 6-6) a
partir das Equagdes (3-15), (3-18) e (3-19) combinadas a (2-2), (2-3) e (2-4), para cada
sec¢do de calculo.
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Quadro 6-6 — Cargas equivalentes de protensao.

Secio Xg('r:;’a' P (kN) (';ri]b) e(m) | Trecho | L (m) (m) (kos) (km‘) (Eﬁ) (fﬁ) (kmﬂ q1 (kN/m) | g2 (kN/m) | p (kN/m)
1(A) 0,0 938 | -458 | 0,000

1 [150 93] -75] o [o9e] 60 [ -100] 1023 [ 977 [ 0722 |
[ 2 ] 15 | 938 | -367 [-0108

2 [ 150936 ] -60 | -101 [ 937 ] -a5s [ -180 | 924 [ 1077 | o056 |
[ 3] 30 [ 98 | -275 [-0192

3 [ 150937 45 ] 180 [ 938 ] 30 [ 236 [ 964 | 1036 [ o040 |
[ a1 a5 ] 938 | -183 [-0252

4 [ 150 938 [ -30] -236 [ 938 ] -15 [ -270 | 973 | 1025 | 024 |
[ 5 [ 60 [ 938 | -091 [-0288

5 | 150938 [ -15] 270 [ 938 o [ -281 | 98 [ 1006 | o008 |
[6a)] 75 ] 938 | o000 [ -0300

6 [ 150938 ] o [ -281 [935 [ 72 [ 222 | e207 | 3370 | -1,88 |
[ 7 ] 90 [ 938 | 439 [-0238

7 [ 150935 72 ] 222 J932] 107 -8 | 3727 | 1000 [ 227 |
[ 8 | 105 | 938 | 657 [ -008

8 [ 150932107 -838 [932] 107 8 [ 11,96 | -11,96 | o000 |
[ 9 [ 120 | 938 | 657 [ 0089

9 [ 150932107 8 Jo3s ]| 72 [ 222 [ 1009 | 3727 [ 227 |
[ 20 T 135 [ 938 | 439 [ o238

10 [ 150 [ 935 [ 72 | 222 Joss | o [ 281 | -3370 | 6207 | 185 |
[118) [ 150 | 938 | o000 [ 0300

11 [ 150 [ 938 ] o | 281 Joas | -72 | 222 | -6207 | -3370 | -1,88 |
[ 12 ] 165 [ 938 | -439 [ 0238

12 [ 150935 [ 72| 222 932 [ -107] 8 [ -3727 | -1000 | -2,27 |
[ 13 ] 180 [ 938 | -657 [ 0089

13 [ 150 [ 932 [-107] 83 [o32 ] -107] 83 | -1196 | 1196 | o000 |
[ 14 ] 195 | 938 | -657 [ -0,089

14 [ 150 [ 932 [-107] -838 [ o35 | -72 [ 222 [ 1009 | 3727 | 227 |
[ 15 ] 210 [ 938 | -439 [-0238

15 [ 150 [ 935 [ 72| 222 Jo3s | o [ -281 [ 3370 | 6207 | 185 |
[16(8) ] 225 [ 938 | o000 [ -0300

16 | 150 [ 938 | o | 281 [o3s | 72 | 222 | 6207 [ 3370 | -1,88 |
[ 17 T 240 ] 938 | 439 [-0238

17 [ 150 [ 935 [ 72 | 222 932 [ 107 | 83 | 3727 | 1009 | -227 |
[ 18 [ 255 | 938 | 657 [ -0089

18 [ 150 [ 932 [ 107 | -838 [ 932 [ 107 | 8 [ 11,96 | -1196 | o000 |
[ 29 T 270 [ 938 | 657 [ 0089

19 [ 150 [ 932107 ] 8 [o3s | 72 | 222 | 1009 [ -3727 | 227 |
[ 20 T 285 [ 938 | 439 [ 0238

20 [ 150 [ 935 ] 72 [ 222 [ 938 | o [ 281 | -3370 | -6207 | 188 |
[21(0 ] 300 | 938 | o000 [ 0300

21 [ 150 [ 938 ] o [ 281 [ 935 [ -72 [ 222 | -6207 | -3370 | -1,88 |
[ 22 T 315 [ 938 | -439 [ 0238

2 [ 150935 [ -72] 222 [ 932 | -107] 83 [ 3727 | -1000 | -227 |
[ 23 ] 330 [ 938 | 657 [ 0089

23 [ 150 [ 932 [-107] 83 [ 932 -107] 83 | -11,96 | 11,96 | o000 |
[ 24 ] 345 | 938 | -657 [ -0089

24 [ 150 [ 932 J-107] 83 [ 935 [ -72 [ 222 | 1000 [ 3727 | 227 |
[ 25 T 360 [ 938 | -439 [ -0238

25 [ 150 [ 935 [ -72 ] 222 [ 938 o [ 281 | 3370 | 6207 | 188 |
[26(c)] 375 | 938 | o000 [ -0300

26 [ 150 [ 938 ] o [ -281 [ 938 ] 15 [ 270 | 1006 | 98 [ -008 |
[ 27 ] 390 | 938 | o091 [-0288

27 [ 150 [ 938 ] 15 [ -270 [ 938 [ 30 [ -236 | 1025 | 973 [ -024 |
[ 28 | 405 [ 938 | 18 [-0252

28 [ 150 [ 938 [ 30 [ -236 [ 937 | 45 | 180 | 1036 | 964 | -040 |
[ 20 T 420 ] 938 | 275 [-0192

29 [ 150 [ 937 ] 45 | -180 [ 936 [ 60 [ -101 | 1077 | 924 [ -056 |
[ 30 [ 435 | 938 | 367 [-0108

30 [ 150 [ 936 ] 60 [ 101 [ 935 [ 75 [ o | 977 | 1023 | -072 |
[310) [ 450 [ 938 | 458 [ 0,000

Aplicam-se, em seguida, as cargas equivalentes obtidas em seus respectivos
trechos, obtendo-se o sistema estrutural da Figura 6-22, modelado pelo Software de

analise estrutural Ftool.
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37.3 KN/ 33,7 kim 37.3 kNm 37.3 kN/m £33, kim 373 km

12.0 kN'm 101 lWﬂﬂO.ﬂlN.l’m 12.0 kN'me 120 kN'm 101 lwrrﬂo.11ﬂ"m 12.0 kN'm
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936.0 kN '5; 4 = _/;\_ ~ e _A_ — « 935.0 kN
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33T kWm a7 3 kM 37.3 khm 2337 kNim 37 3 kNim 373 kNm 337 kim
€2.1 kN/m 821 kW/m 82.1 kN'm €2.1 kN/m

Figura 6-22 - Modelo estrutural - Ftool.

Os resultados obtidos pelo programa para os momentos fletores de protenséo

séo ilustrados na Figura 6-23.

(s3]
P
I

238 0.6 2407 8.8
299.8 299.8

Figura 6-23 — Diagrama de momentos fletores totais (kN - m).

Tem-se, assim, 0 momento fletor total no apoio B:

M, (B) = 299,8kN - m (6-80)

Sendo o momento fletor isostatico em B dado por (6-15), pode-se determinar,

por (2-7), o momento hiperestatico obtido pelo programa:

My, (B) = 299,8 — 281,4 = 18,4kN - m (6-81)

6.2.2.2. Andlise por linha de influéncia

Como descrito no Capitulo 5, 0 momento hiperestatico no apoio B da viga deste

exemplo pode ser definido pela equacéao (5-112):

6
P
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Onde |03| é dado pela equacéao (5-78) e os valores de m(x) nas extremidades
de cada trecho (g; e g;) sdo obtidos a partir de (5-12), (5-73) e (5-74), substituindo-se
os respectivos valores de x; e x;.0O somatorio da equagao (6-82) é realizado para os n —

1 = 6 trechos de spline, ilustrados na Figura 6-21.

Tém-se, assim, definidos todos os parametros para a solucdo do somatério da
expressao (6-82). A partir destas equacdes, programou-se 0 Quadro 6-7, onde os dados
de entrada estéo grifados em negrito.

Quadro 6-7 — Momento fletor hiperestético de protens&o no apoio B.

Segdo X (m) y (m) rad t L1 (m) 15
A 0,0 0,00 0,080 0,080 L2 (m) 15
A' 7,5 0,30 0,000 0,000 P (kN) 938
B 15,0 -0,30 0,000 0,000 | 6] El 9,38
B' 22,5 0,30 0,000 0,000 Mc 0,25
C 30,0 -0,30 0,000 0,000
C' 37,5 0,30 0,000 0,000
D 45,0 0,00 -0,080 | -0,080
Trecho | xi(m) xf (m) Ax (m) yi (m) yf (m) ti tf gi gj >
AB 0,0 7,5 7,5 0,00 0,30 0,080 0,000 0,00 -0,50 -28,13
7,5 15,0 7,5 0,30 -0,30 0,000 0,000 -0,50 -1,00 13,50
BC 15,0 22,5 7,5 -0,30 0,30 0,000 0,000 -1,00 -0,38 16,88
22,5 30,0 7,5 0,30 -0,30 0,000 0,000 -0,38 0,25 -16,88
D 30,0 37,5 7,5 -0,30 0,30 0,000 0,000 0,25 0,13 -3,38
37,5 45,0 7,5 0,30 0,00 0,000 -0,080 0,13 0,00 7,03
-10,98

[Mb (kN.m)[ 18,30

Tem-se, portanto 0 momento hiperestatico de protenséo no apoio B:

My (B) = 18,3kN - m (6-83)

Observa-se que este resultado é coerente 0 que se obtém a partir da equacao
(5-202), aplicando-se u = 1 = 1:

Mp;p(B)  60A(u —1) + 64 — 51 0.065 (6-84)
M;s,(B) 40(31 + 2) v

O abaco da Figura 5-40 fornece este mesmo resultado, como se verifica a seguir.
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03
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H=efes

Figura 6-24 — Momento fletor hiperestatico no apoio B.

Sendo, entdo, M;,,(B) = 281,4kN - m, como definido em (6-15), tem-se:

Mpip(B) = 281,4 X 0,065 = 18,3kN - m (6-85)
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6.2.3. Comparacdao de resultados

O Quadro 6-8 compara os resultados obtidos para o momento fletor hiperestatico
no apoio B da estrutura do exemplo, para o ajuste parabdlico e em splines cubicas.
Observa-se que os resultados se mostram praticamente coincidentes para os diversos
procedimentos utilizados em cada ajuste de tracado, validando-se, assim, as

expressoes e abacos desenvolvidos neste trabalho.

Verifica-se, ainda a alta sensibilidade do momento fletor hiperestatico a
variagcées no tracado do cabo, uma vez que os resultados obtidos para cada ajuste
apresentam diferenca significativa. Na Figura 6-25, sobrepdem-se 0s ajustes por

trechos de parabolas e splines clbicas, com mesma escala vertical e horizontal.

Quadro 6-8 — Comparagéo de resultados obtidos para 0 momento hiperestatico no apoio B.

Ajuste do
) Método de Calculo Mb (kN.m)
tracado
Carga Equivalente Convencional 77,8
Parabdlico Linha de Influéncia (método
. - 75,0
simplificado)
Método de ALVES 18,4
Spline Cubica Linha de Influéncia 18,3
Abaco 18,3

04 0 25

- - —Ajuste parabélico = —— Ajuste por spline cubica

Figura 6-25 — Sobreposicéo dos ajustes para o tracado (mesma escala horizontal e vertical).

0,4

0,4

- - - Ajuste parabélico = —— Ajuste por spline cubica

Figura 6-26 - Sobreposi¢édo dos ajustes para o tragado (escala vertical majorada).
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6.3. Dois vaos protendidos (secdo assimétrica)

6.3.1. Analise pelo Método de ALVES

A Figura 6-27 ilustra uma viga protendida side dois vaos para a qual se buscam
determinar os momentos de protensdo. As exentricidades maximas inferior e superior
do cabo séo diferentes, configuragéo tipica de vigas de sec¢do T ou |. Consideram-se a
forca de protensdo P = 1.000kN e o produto EI constantes ao longo da viga. S&o
desprezadas as perdas de protenséo.

O ajuste para o0 cabo da viga deste exemplo serd realizado a partir das
expressoes deduzidas no Capitulo 5.5.1 para curvas spline. Para isso, se assume-se
gue o cabo apresenta tangente nula nos apoios da estrutura e nas secdes A’ e B'.

Nestes pontos, a excentricidade do cabo € maxima.

P = 1.000kN 5,0m 10,0m 10,0m 5,0m P = 1.000kN

e 5

n L
iA Sl(x) Sz(x) " N 5'3(x) 54_(35] N D

Figura 6-27 - Viga protendida de dois vaos.

A spline sera, entdo, definida por quatro trechos de polinémios, como ilustrado
na Figura 6-27. Sendo a tangente nos apoios A e C definida pela equacéo (5-107), tém-
se os dados de entrada para ajuste das curvas splines. Supondo-se polinbmios de
terceiro grau para descrever o tracado do cabo, a spline ajustada em um trecho i é,
entdo, definida pela equacao (5-93). Onde os coeficientes da spline a;, b;,c; € d; sédo
determinados a partir de (5-98), (5-99), (5-94) e (5-95), respectivamente.

A partir destas equacdes, programou-se, entdo, a planilha do Quadro 6-9, onde

os dados de entrada séo grifados em negrito.
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Quadro 6-9 - Ajuste do tracado do cabo por splines cubicas.

Segdo X (m) y (m) rad t
A 0,0 0,00 0,346 | 0,360
A 50 1,00 0,000 | 0,000
B 15,0 -0,60 0,000 | 0,000
B' 25,0 1,00 0,000 | 0,000
C 30,0 0,00 -0,346 | -0,360
Trecho | xi(m) xf (m) Ax (m( yi (m) yf (m( ti tf ai bi ci di
AB 0,0 5,0 5,0 0,00 1,00 0,360 0,000 -1,60E-03 -2,40E-02 0,36 0,00
5,0 15,0 10,0 1,00 -0,60 0,000 0,000 3,20E-03 -4,80E-02 0,00 1,00
BC 15,0 25,0 10,0 -0,60 1,00 0,000 0,000 -3,20E-03 4,80E-02 0,00 -0,60
25,0 30,0 5,0 1,00 0,00 0,000 -0,360 1,60E-03 -4,80E-02 0,00 1,00

Aplicando-se, entdo, em (5-93), os coeficientes a;, b;,c; e d; relacionados
noQuadro 6-9, determinam-se as excentricidades do cabo para cada trecho de
aplicacdo da carga equivalente. Adotam-se trechos de comprimento de L = 2,50m,
dividindo-se cada vao da estrutura em seis segmentos. As tangentes dos angulos de

inclinacdo do cabo a séo determinadas a partir da equagéo (6-53).

Determinam-se, entdo, as cargas equivalentes de protensédo (Quadro 6-10) a
partir das Equagfes (3-15), (3-18) e (3-19) combinadas a (2-2), (2-3) e (2-4), para cada

secao de calculo.

Quadro 6-10 — Cargas equivalentes de protenséo.

Secdo Xg('r:l)’a' P (kN) (‘;:ub) e(m) | Trecho | L (m) (ENI) (Eﬁ) (kz'jn) “tﬁ) (kQ'j) (kxfn) q1 (kN/m) | g2 (kN/m) | p (kN/m)

1(A) | o0 [ 1000 [-19,80[ 0,000
1 [ 250 941 [ 339] o [o979]-206] 720 | 2520 | 81,36 [ 1511 |

[ 2 T 25 [ 1000 [-12,86] -0,725
2 [ 250 [ 979 [ -206 | -720 J1000] o | -1000 [ 49,95 [ 11445 | 851 |

[3(a) T 50 [ 1000 [ 000 [ -1,000
3 [ 25 [1000] o [ -1000[ 98177 ] -738 | 10972 | 3194 | -632 |

[ 4 T 75 [ 1000 [1020] -0,750
4 [250 ] 98a ] 177 ] 138 o972 ] 233 ] ‘104 | 5187 | -678 | -473 |

[ 5 T 100 [ 1000 [ 13,50 -0,200
5 [ 250 972 ] 233 ] -19a [osa [ 177 | 3aa | 224 [ -a133 | 473 |

[ 6 [ 125 ] 1000 J1020] 0,350
6 | 250 | 984 | 177 | 344 J1000] o | 600 | -3801 [ -10365 | 632 |

[ 78 [ 150 | 1000 | 0,00 [ 0,600
7 [ 250 [1000] o | 600 [ 984 [-177] 344 | -10365 | -3800 | -632 |

[ 8 [ 175 [ 1000 [-1020] 0,350
8 [250 ] 98a [ -177 ] 344 [ o972 [-233] -194 | 47,33 | 224 [ -473 |

[ 9 T 200 [ 1000 [-1350] -0,200
9 [ 250 | 972 [ -233] -194 [98a [-177] -738 | -678 | 51,87 | 473 |

[ 10 T 225 | 1000 [-10,20] -0,750
10 [ 250 [ 984 [ -177 | -738 [1000] o | -1000 [ 31,94 [ 10972 | 632 |

[ 11 T 250 ] 1000 | 0,00 [ -1,000
117 [ 250 J 1000 ] o [ -1000 [ 979 [ 206 | -710 | 11445 | 4995 [ -854 |

[ 12 T 275 | 1000 [ 11,86 [ -0,725
12 [ 250 [ 979 ] 206 | -720 [ 941 [ 339 ] o [ 81,3 [ 2520 [ -1511 |

[[1310 [ 300 [ 1000 19,80 [ 0,000
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Aplicam-se, em seguida, as cargas equivalentes obtidas em seus respectivos
trechos, obtendo-se o sistema estrutural da Figura 6-28, modelado pelo Software de
analise estrutural Ftool.

= =
= =
a a
2 a3
a : : 103.7 kWm 103.7 km : : : : a
AT3MM 35 0 kwm 38.0 k/m 473 kNim
L A A L
L -«
sao 7&1\ i\ T7 T T 2 2mum _A zziem LR T T7T » T;.-— e
25.2 kN = 31.9 k'm 21.9kNm . 5.2 kh'm
o1 4w, 00 KN/, 51.8 kNm 51.8 kW'm 50.0 kW/m
m

1.4 kN'm
© 1144 kN'm- 109.7 kNme - . .

< 1097 KNYm- 114,44 kNYm

Figura 6-28- Modelo estrutural - Ftool.

Os resultados obtidos pelo programa para os momentos fletores de protensao
sao ilustrados na Figura 6-29.

937.8 937.9

7881

Figura 6-29 — Diagrama de momentos fletores totais (kN - m).

Tem-se, assim, 0 momento fletor total no apoio B:

M, (B) = 786,1kN - m (6-86)

Sendo o momento fletor isostatico em B dado por (6-15), pode-se determinar,
por (2-7), o momento fletor hiperestatico:

Mp;,(B) = 786,1 — 600 = 186,1kN - m (6-87)
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6.3.2. Analise por linha de influéncia

Como descrito no Capitulo 5, 0 momento hiperestatico no apoio B da viga deste
exemplo pode ser definido pela equacéo (5-112), onde |6z| é dado pela equacgéo (5-15)
e os valores de m(x) nas extremidades de cada trecho (g; e g;) sao obtidos a partir de
(5-12) e (5-18), substituindo-se os respectivos valores de x; e x;. O somatério da

equacdo (5-112) é realizado para os n — 1 = 4 trechos de spline, ilustrados na Figura
6-27.

Tém-se, assim, definidos todos os pardmetros para a solugdo do somatério da
expressao (5-112). A partir destas equacdes, programou-se a planilha ilustrada no

Quadro 6-11, onde os dados de entrada séo grifados negrito.

Quadro 6-11 — Determinacdo do momento hiperestéatico de protensdo no apoio B.

Segdo X (m) y (m) rad t L1 (m) 15
A 0,0 0,00 0,346 0,360 L2 (m) 15
A' 50 1,00 0,000 0,000 P (kN) 1.000
B 15,0 -0,60 0,000 0,000 |6 El 10
B' 25,0 1,00 0,000 0,000
C 30,0 0,00 -0,346 | -0,360
Trecho | xi(m) xf (m) Ax (m( yi (m) yf (m( ti tf gi gj >
AB 0,0 5,0 5,0 0,00 1,00 0,360 0,000 0,00 -0,33 -41,00
5,0 15,0 10,0 1,00 -0,60 0,000 0,000 -0,33 -1,00 -16,00
BC 15,0 25,0 10,0 -0,60 1,00 0,000 0,000 -1,00 -0,33 -16,00
25,0 30,0 5,0 1,00 0,00 0,000 -0,360 -0,33 0,00 -41,00
-114,00

[Mb (kN.m)] 190,00 |

Tem-se, portanto o momento fletor hiperestético de protensdo no apoio B:

Mp;»(B) = 190,0kN - m (6-88)

Observa-se que este resultado é coerente o que se obtém a partir da equacao
(5-175), aplicando-se u = 5/3:

M, (B)  121u — 144 6-89
nip(B) _ 1214 = 0,320 (6-89)
My, (B) 180

O abaco da Figura 5-37 fornece este mesmo resultado, como se verifica a seguir.
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Mhip (B) 0.6
Miso (B) 02

1121314151617 1819 2 212223242526272829 3

1= ei/es

Figura 6-30 — Momento fletor hiperestatico no apoio B.

Sendo, entéo, M;,,(B) = 600kN - m, tem-se:

Mpi»(B) = 600 x 0,320 = 192,0kN - m

6.3.3. Comparacao de resultados

(6-90)

O Quadro 6-12 compara os resultados obtidos para o momento fletor

hiperestatico no apoio B da estrutura do exemplo para o ajuste em splines cubicas.

Observa-se que o0s resultados se mostram praticamente coincidentes para o0s

procedimentos utilizados em cada ajuste de tracado, validando-se, assim, as

expressoes e abacos desenvolvidos neste trabalho.

Quadro 6-12— Comparagéo de resultados obtidos para 0 momento hiperestatico no apoio B.

Atj:‘ass: d:° Método de Calculo Mb (kN.m)
Método de ALVES 186,1
Spline Cubica Linha de Influéncia 190,0
Abaco 192,0
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6.4. Trés vaos protendidos (secdo assimétrica)

6.4.1. Analise pelo Método de ALVES

A Figura 6-31 ilustra uma viga protendida side trés vaos para a qual se buscam
determinar os momentos de protensdo. As exentricidades maximas inferior e superior
do cabo séo diferentes, configuragéo tipica de vigas de sec¢do T ou |. Consideram-se a
forca de protensdo P = 1.000kN e o produto EI constantes ao longo da viga. S&o
desprezadas as perdas de protenséo.

O ajuste para o cabo da viga deste exemplo é realizado a partir das expressoes
deduzidas no Capitulo 5.5.1 para curvas spline. Para isso, se assume-se que o cabo
apresenta tangente nula nos apoios da estrutura e nas sec¢des A’, B’ e C'. Nestes pontos,

a excentricidade do cabo é maxima.

P = 1.000KN 50m | 10.0m 15m | 15m [ 10.0m | 50m P = 1.000KN
N == - =~ e o
X ' / it - 1 i AN . 3
&SN T & Y T & Y o
| A 8 (x) Sa(x) N ) Sa(x) S4(x) %) Ss(x) S} Tp

\{
y

Figura 6-31 — Trechos para ajuste do tragado do cabo em splines.

A spline sera, entdo, definida por quatro trechos de polinbmios, como ilustrado
na Figura 6-31. Sendo a tangente nos apoios A e D é definida pela equacéo (5-107),
tém-se todos os dados de entrada para ajuste das curvas splines. Supdem-se
polinbmios de terceiro grau para descrever o tracado do cabo, a spline ajustada em um
trecho i é, entdo, definida pela equacédo (5-93). Onde os coeficientes da spline a;, b;, ¢;

e d; sdo determinados a partir de (5-98), (5-99), (5-94) e (5-95), respectivamente.

A partir destas equacdes, programou-se, entéo, a planilha do Quadro 6-13, onde

os dados de entrada sdo grifados em negrito.
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Quadro 6-13 - Ajuste do tracado do cabo por splines cubicas.

Segdo x (m) y (m) rad t

A 0,0 0,00 0,346 0,360

A' 50 1,00 0,000 0,000

B 15,0 -0,60 0,000 | 0,000

B' 30,0 1,00 0,000 0,000

C 45,0 -0,60 0,000 0,000

& 55,0 1,00 0,000 | 0,000

D 60,0 0,00 -0,346 -0,360

Trecho Xi (m) xf (m) Ax (m) yi (m) yf (m) ti tf ai bi ci di

AB 0,0 5,0 5,0 0,00 1,00 0,360 | 0,000 | -1,60E-03 | -2,40E-02 0,36 0,00
5,0 15,0 10,0 1,00 -0,60 0,000 0,000 3,20E-03 -4,80E-02 0,00 1,00

BC 15,0 30,0 15,0 -0,60 1,00 0,000 0,000 -9,48E-04 2,13E-02 0,00 -0,60
30,0 45,0 15,0 1,00 -0,60 0,000 | 0,000 | 9,486-04 | -2,13E-02 0,00 1,00

D 45,0 55,0 10,0 -0,60 1,00 0,000 0,000 -3,20E-03 4,80E-02 0,00 -0,60
55,0 60,0 5,0 1,00 0,00 0,000 -0,360 1,60E-03 -4,80E-02 0,00 1,00

Aplicando-se, entdo, em (5-93), os coeficientes a;, b;, c; € d; relacionados no
Quadro 6-5, determinam-se as excentricidades do cabo para cada trecho de aplicacdo
da carga equivalente. Adotam-se trechos de comprimento de L = 2,50m.

Determinam-se, entdo, as cargas equivalentes de protensédo (Quadro 6-14) a
partir das equacdes (3-15), (3-18) e (3-19) combinadas a (2-2), (2-3) e (2-4), para cada
secao de calculo.
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Quadro 6-14 - Cargas equivalentes de protenséo.

Secdo xg(lr:l;al P (kN) é:;b) e (m) Trecho | L (m) (E'\]") ((kll\:‘l) (kzﬂjn) “’:ﬁ) (kaj) (km?n) ql(kN/m) | g2 (kN/m) | p (kN/m)

1(A) | 00 [ 1000 [-19,80[ 0,000
1 [250] 941 [-339] o [o979[-206] 720 [ 2520 | 81,36 [ 1511 |

[ 2 T 25 [ 1000 [-11,86] -0,725
2 [ 25 [ 979 [ -206 | -720 J1000] o | -1000 [ 49,95 [ 11445 | 854 |

[3(a) T 50 [ 1000 [ 000 [ -1,000
3 [ 25 [1000] o [-1000 98] 177 ] -738 | 109722 | 31,94 | -632 |

[ a4 T 75 [ 1000 [1020] -0,750
4 [ 250 [ 98a | 177 [ -738 Jo72 [ 233 [ -194 | 5187 | -678 | -473 |

[ s T 100 ] 1000 ] 13,50 [ -0,200
5 [ 250 o72 [ 233 | -194 [ 98a [ 177 [ 344 | 224 [ 4733 | 473 |

[ 6 [ 125 ] 1000 J1020] 0,350
6 | 250 | 98a | 177 | 344 J1000] o | 600 | -3801 [ -10365 | 632 |

[ 78 [ 150 | 1000 | 0,00 [ 0,600
7 [ 25 [1000] o | 600 [996 ] -89 | 479 | -a522 | -2561 | -157 |

[ 8 ] 175 [ 1000 | -508 | 0,481
8 [ 250 | 996 | -89 | 479 [ 990 [ -141] 183 | -2987 [ -11,87 | -2 |

[ 9 T 200 [ 1000 [-809 ] 0,85
9 [ 250 [ 990 [ -141 ] 183 [ 987 [-158] -197 | -138 [ o009 [ -1,04 |

[ 10 T 225 | 1000 [ -9,09 [ -0,200
10 [ 250 | 987 | -158 | -197 [ 990 [ -141] -579 | -1,09 [ 148 [ 104 |

[ 12 T 250 [ 1000 [ -809 [ -0,585
11 [ 250 [ 990 | -141 [ 579 [ 996 [ -89 | -878 | 955 [ 3219 [ 241 |

[ 12 T 275 [ 1000 [ -5,08 | -0,881
12 [ 250 [ 996 | -89 | -878 [1000] o | -1000 [ 2420 [ 4673 | 157 |

[13(8) [ 300 [ 1000 [ 0,00 [ -1,000
13 [ 250 [1000] o [ -1000 996 ] 89 | -878 | 4673 [ 2420 [ -157 |

[ 14 T 325 | 1000 [ 508 [ -0,881
14 [ 250 ] 996 | 89 | -878 [ 990 [ 141 | 579 | 3219 [ 955 [ -241 |

[ 15 ] 350 [ 1000 [ 809 [ -0,585
15 [ 250 | 990 | 141 | 579 [ 987 | 158 | -197 | 1489 [ -100 [ -1,04 |

[ 16 [ 375 [ 1000 [ 9,09 [ -0,200
16 | 250 | 987 | 158 | -197 [ 990 [ 141 | 183 | o000 [ -138 [ 104 |

[ 17 T 200 | 1000 [ 809 [ 0,185
17 [ 250 [ 990 | 141 | 183 [ 996 [ 89 | 479 | -11,87 [ -2987 [ 241 |

[ 18 ] 425 [ 1000 [ 508 [ o481
18 [ 250 [ 996 [ 89 [ 479 J1000] o | eoo | -2561 [ -a522 [ 1,57 |

[(19(¢0) ] 450 | 1000 | 0,00 [ 0,600
19 [ 25 [1000] o [ 600 [ 984 |-177] 344 | -10365 [ -3800 | -632 |

[ 20 [ 475 | 1000 [-1020] 0,350
20 [ 250 | 984 | -177 | 344 [ 972 [ -233] -194 | 4733 [ 224 [ -473 |

[ 21 T 500 [ 1000 [-1350] -0,200
21 [ 250 [ 972 [ 233 -194 [ o84 [-177] -738 | 678 | 51,87 | 473 |

[ 22 T 525 [ 1000 [-1020] -0,750
2 [ 250 [ 984 | -177 ] -738 [1000] o | -1000 [ 31,94 [ 10972 | 632 |

[23(c) ] 550 [ 1000 | 0,00 [ -1,000
23 [ 250 [1000] o [ -1000 [ 979 ] 206 | -710 | 11445 [ 4995 | -85 |

[ 24 ] 575 ] 1000 [ 11,86 [ -0,725
24 [ 250 [ 979 | 206 | -720 [ 941 [ 339 ] o [ 81,3 [ 2520 [ -1511 |

[25(0) [ 60,0 | 1000 [ 19,80 [ 0,000

Aplicam-se, em seguida, as cargas equivalentes obtidas em seus respectivos

trechos, obtendo-se o sistema estrutural da Figura 6-32, modelado pelo Software de

Ftool.

941.0 kN

33BO0kN

!

47 2ENM 35 0 i

1037 tNl'm

1057&Nl'm

33BO0kN

!

"'Nf 52 MM i 473 kM
semim o] | MR o i b 11 @ TR TS Tt "o
-&- \
T N
E;IN:"'T lt "me 2aim — o wm‘-“""’"zw ’”"'{wmg”é\ BRIm, - U 0 i I 22mum Mm Swm]* Zk’I\A—

81.4 kNim

51.9kNm

1144le 108.7 kN'm

T KM e

Figura 6-32- Modelo estrutural - Ftool.
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Os resultados obtidos pelo programa para os momentos fletores de protenséo

sdo ilustrados na Figura 6-33.

9347 9348
204.3
678, 0.4 881 19 82 70
383 3.8
2 ) ) .. | 0 ) ) e

7954 " 7855

Figura 6-33— Diagrama de momentos fletores totais (kN - m).

Tem-se, assim, 0 momento fletor total no apoio B:

M(B) = 795,5kN - m (6-91)

Desta forma, sendo o momento fletor isostatico em B dado por:

M;s,(B) = 1.000 x 0,60 = 600kN - m (6-92)

pode-se determinar, por (2-7), 0 momento fletor hiperestatico de protensao:

Mpip(B) = 795,5 — 600 = 195,5kN - m (6-93)

6.4.2. Analise por linha de influéncia

Como descrito no Capitulo 5, 0 momento hiperestatico no apoio B da viga deste
exemplo pode ser definido pela equacéo (5-112), onde |6z| é dado pela equacéo (5-78)
e os valores de m(x) nas extremidades de cada trecho (g; e g;) séo obtidos a partir de
(5-12), (5-73) e (5-74), substituindo-se os respectivos valores de x; e x;. O somatorio da

equacao (5-112), é realizado para os n — 1 = 6 trechos de spline, ilustrados na Figura
6-31.

Tém-se, assim, definidos todos os parametros para a solucdo do somatério da
expressao (5-112), A partir destas equacdes, programou-se a planilha ilustrada no

Quadro 6-15, onde os dados de entrada estéao grifados negrito.
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Quadro 6-15 - Momento fletor hiperestéatico de protensdo no apoio B.

Secgdo X (m) y (m) rad t L1 (m) 15
A 0,0 0,00 0,346 0,360 L2 (m) 30
A 5,0 1,00 0,000 0,000 P (kN) 1.000
B 15,0 -0,60 0,000 0,000 |8]El 13,33
B' 30,0 1,00 0,000 0,000 Mc 0,33
C 45,0 -0,60 0,000 0,000
C' 55,0 1,00 0,000 0,000
D 60,0 0,00 -0,346 | -0,360
Trecho | xi(m) xf (m) Ax (m) yi (m) yf (m) ti tf gi gj >
AB 0,0 5,0 5,0 0,00 1,00 0,360 0,000 0,00 -0,33 -41,00
5,0 15,0 10,0 1,00 -0,60 0,000 0,000 -0,33 -1,00 -16,00
BC 15,0 30,0 15,0 -0,60 1,00 0,000 0,000 -1,00 -0,33 -24,00
30,0 45,0 15,0 1,00 -0,60 0,000 0,000 -0,33 0,33 -96,00
D 45,0 55,0 10,0 -0,60 1,00 0,000 0,000 0,33 0,11 5,33
55,0 60,0 5,0 1,00 0,00 0,000 -0,360 0,11 0,00 13,67
-158,00
[Mb (kN.m)| 197,50

Tem-se, portanto 0 momento fletor hiperestéatico de protenséo no apoio B:

Myip(B) = 197,5kN - m

(6-94)

Observa-se que este resultado é coerente o0 que se obtém a partir da equacéao
(5-231), deduzida no item 5.5.2.2, aplicando-se u = 5/3 e A = 2:

Mpip(B)  135A(n — 1) + 121p — 144

Miso(B) B

90(31 + 2)

= 0,330

(6-95)

O abaco da Figura 5-44 fornece este mesmo resultado, como se verifica a seguir.
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Figura 6-34— Momento fletor hiperestatico de protensdo no apoio B.
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Sendo, entdo, o momento fletor isostatico M;s,(B) = 600kNm, tem-se:

M (B) = 600 x 0,330 = 198,0kN - m

(6-96)
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6.4.3. Comparacdao de resultados

O Quadro 6-16 compara os resultados obtidos para o momento fletor

hiperestatico no apoio B da estrutura do exemplo para o ajuste em splines cubicas.

Observa-se que o0s resultados se mostram praticamente coincidentes para 0s

procedimentos utilizados em cada ajuste de tracado, validando-se, assim, as

expressoes e abacos desenvolvidos neste trabalho.

Quadro 6-16— Comparacéo de resultados obtidos para 0 momento hiperestatico no apoio B.

Ajuste do
J Método de Célculo Mb (kN.m)
tracado
Método de ALVES 195,5
Spline Cubica Linha de Influéncia 197,5
Abaco 198,0
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. Quadro resumo

Viga protendida Myp(B)
e — — — 3P-e
2 & b 2

8

P [6(31L1 + e3L,)

L +1, 82]
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A
l B C
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P E—— S S g VP Lif +3L2f1 e
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y Figura 7-1
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Figura 7-2
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Figura 7-1- Momento fletor hiperestatico no apoio interno de uma viga protendida.
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Figura 7-2— Momento fletor hiperestéatico no apoio interno de uma viga protendida.
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8. Conclusdes e sugestdes de continuidade

Este trabalho aplica os conceitos de linhas de influéncia para o desenvolvimento
de expressdes analiticas e dbacos capazes de fornecer uma avaliagéo preliminar préatica

dos momentos fletores hiperestaticos de protensao, em vigas de dois e trés vaos.

A partir das analise dos exemplos numéricos realizada nos itens 6.1.3, 6.2.3,
6.3.3 e 6.4.3, observa-se que os resultados obtidos para o momento hiperestatico de
protensdo pelos métodos propostos se mostram muito proximos a procedimentos de
célculo convencionais para analise de protensdo. Validam-se, assim, as expressées e

0s abacos desenvolvidos neste trabalho.

Verifica-se, ainda, a elevada sensibilidade do momento hiperestatico de
protensdo a variacdes sutis do tracado, ressaltando-se a importancia da adocédo de
ajustes para o tracado que representem, de fato, a realidade. Comparam-se resultados
para o momento fletor hiperestatico de protensao assumindo-se ajustes por polindmios
do 2° e do 3° grau, obtendo-se diferencas expressivas. Este resultado é inesperado e,
no minimo surpreendente, jA que ndo se encontra mengao a este aspecto nas principais

bibliografias para assunto.

Pode-se dizer que as expressdes analiticas e os dbacos desenvolvidos permitem
prontamente a determinagdo, com excelente precisdo, do momento hiperestatico de
protensdo de uma viga de dois ou trés vaos com tragado descrito por splines cubicas.
Ressalta-se, contudo, que a validade dos resultados obtidos esta diretamente vinculada
a proximidade do tracado do cabo com o ajuste adotado. Qualquer pequena alteracao

do tracado pode resultar em variagdes expressivas do resultado.

As expressodes simplificadas para os ajustes parabdlicos se mostram igualmente
vélidas, desde que o tracado seja, de fato, parabdlico. Nota-se, neste caso a mesma

sensibilidade a variagbes de pequena magnitude no tracado

Por fim, destacam-se alguns aspectos para possivel continuidade e

aprofundamento deste trabalho:

e Expansdo do procedimento de calculo para estruturas com sec¢des de momento
de inércia variavel ao longo de seu comprimento (Figura 8-1);
e Expanséo do procedimento de célculo para estruturas com variagédo da cota do

centroide (greide em elevagéo) (Figura 8-1);
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Figura 8-1 — Viga protendida com variacdo de momento de inércia e greide em elevacao.
Fonte: (ALVES, 2017).

e Abordagem de perdas de protenséo das formulacdes (Figura 8-2);

Variagdo da forga ao longo do cabo
Protenséo | ——esquerda
1600 - |—=—direita |

1500

1400

1300

Forga (kKN)

1200 1

1100

1000 . | — T —
0 & 10 15 20 25 30 35 40 45 50

x(m)
Figura 8-2 — Forca ao longo do cabo de protenséo, considerando protensédo apenas a esquerda
e protensdo apenas a direita. Fonte: (CARVALHO, 2012, p. 135)

e Generalizacdo da localizacdo da secdo de excentricidade maxima nos vaos

externos da estrutura (Figura 8-3);

€s

€

N

A
B

Figura 8-3 — Generalizacdo do ponto de excentricidade maxima do tracado no vao

externo
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Desenvolvimento de expressfes para vigas de trés vaos assimeétricas;
Aprofundamento do estudo da sensibilidade do valor do momento fletor
hiperestatico a mudancas de tracado, verificando-se o limite de validade dos
abacos desenvolvidos neste trabalho;

Estudo de vigas com quatro vaos.
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